1. Einleitung

1.1 Mathematische Grundlagen

Alphabet :
SIGMA endliche, nicht-leere Menge

Zeichen, Symbole: 
Elemente eines Alphabets

(SIGMA)*:
die Menge der Wörter, die sich durch Konkatenation (s.u.) von Symbolen aus SIGMA bilden

lassen, also die Menge der endlichen Folgen von Elementen aus SIGMA, umfaßt auch die

leere Folge (das leere Wort)
leeres Wort: eps mit |eps | = 0,   Wort: ww...w (n-mal)   =   w n  . Es ist w 0 = eps

Halbgruppe ((SIGMA)*, kringel):
Sei kringel die Konkatenation für (SIGMA)*

abgeschlossen

x aus (SIGMA)* und y aus (SIGMA)*
Es folgt:


x kringel y = xy ( (SIGMA)*

assoziativ

(x kringel y) kringel z = x kringel (y kringel z) = xyz

neutrales Element eps;
eps kringel x = x kringel eps = x

Länge eines Wortes:
|w | = k + 1   für   w = w 0 ... w k
|w 0 | = |( | = 0,   |uv | = |u | + |v |,   |w n | = n · |w |

Sprache:
Teilmengen von (SIGMA)*,etwa A, B enthalten in (SIGMA) *
Komplement

Aquer = (SIGMA)* – A

Konkatenation

AB = {xy | x aus A und y aus B}
(Produkt)

Sprachklasse C:
Jedes Element ist eine Sprache

vereinigungsabgeschlossen
A aus C, B aus C. Es folgt:
(A v B) aus C

schnittabgeschlossen
 A aus C, B aus C. Es folgt:
(A geschnitten B) aus C

komplementabgeschlossen
A aus C. Es folgt:

Aquer aus C

produktabgeschlossen

A aus C, B aus C. Es folgt:
AB aus C

De-Morgan'sche Regeln:
(A v B) = nicht(nichtA geschnitten nichtB)   und

(A geschnitten B) = nicht(nichtA v nichtB)

Sprache A enthalten in (SIGMA)*:


A 0 ≔ {(},   A 1 = A,   A i A j = A i + j ,   (A i) j = A ij
A n + 1 ≔ A A n = A n A   mit   n gr.gleich 1,

A* ≔ Vereinigung n ( 0 A n , d. h. inklusive {eps}

A + ≔ Vereinigung n ( 1 A n , d. h. ohne {eps}, es gilt: eps aus A+ ,

aber {eps} nicht enthalten in A+

{( } ungleich (, Menge ist nicht gleich Element!

Zweistellige Relation:
Bsp. Parabelfunktion im   R x R = R ²






Relation R mit R enthalten in R x R = R ²






R = {(x, y) aus R ² | y = f (x)}





Seien R, S enthalten in (SIGMA)* x (SIGMA)* zweistellige Relationen. 

Dann sei:





RS = {(x, y) | ex. z mit xRz und zSy}





R 0 = { (x, x) | x aus (SIGMA) *} = Identität (s. u.)





R n + 1 = R R n ;

R* = Vereinigung n gr.gleich 0 R n ;
R + = Vereinigung n gr.gleich 1 R n


xR*y
äqu. x = y oder ex. z 1, ..., z n mit n gr.gleich 1 mit xRz1, z1Rz2, ..., znRy



äqu. x = y oder ex. k, so dass xRky = xRk-1Ry: ex. z 1 mit xRk-1z1 und z1Ry
Relation:
reflexiv: xRx   für alle x
transitiv: xRy und yRz   Es folgt:   xRz

R* ist kleinste reflexive und transitive Relation, die R umfasst:


Bew:
Reflexiv, da   R 0 enthalten in R*   und   R 0 = I   (Identität)



Transitiv:   xR*y   und   yR*z
Es folgt:   xR iy und yR jz für geeignete i, j







Es folgt:   xR i+jz



R enthalten in R*,   da   R = R 1 enthalten in R*   nach Def.
1.2 Grammatiken und Chomsky-Hierarchie

Bsp:
Sprache der Klammerausdrücke ist EXPR enthalten in (SIGMA)* mit


SIGMA = {(, ), +, -, (, /, a},   wobei a beliebige Variable oder Konstante ist

Grammatik:
G = (V, SIGMA, P, S) mit



V endliche Menge von Variablen mit   (V geschnitten SIGMA) = {}, d.h. disjunkt



SIGMA endliches Alphabet der Terminalzeichen



P Menge der Ableitungsregeln (Produktionen)




Ableitungsregel: Paar (l, r) mit l aus (V v SIGMA)+, r aus (V v SIGMA)*



S Startsymbol

von einer Grammatik erzeugte Sprache:



L(G) = {z aus (SIGMA)* | S ->* z}, z. B.



S -> S + S | S ( S | ( S ) | a | a + a | a ( a
(Klammerausdrücke) oder als Paar:



(S, S + S), (S, S ( S), (S, ( S )), (S, a), (S, a + a), (S, a ( a)



also   G = ({S}, SIGMA = {(, ), +, (, a }, P, S)

Grammatiken der Chomsky-Hierarchie:


Typ 0



Jede Grammatik ohne Einschränkung


kontextsensitiv (Typ 1)
|w 1 | kl.gleich |w 2 |
f. a. Regeln   w 1 -> w 2 aus P


kontextfrei (Typ 2)

kontextsensitiv-Regel und






w 1 ist eine einzelne Variable, d.h. w 1 aus V

für alle   w 1 -> w 2 aus P


regulär (Typ 3)

kontextfrei-Regeln und






w 2 aus (SIGMA v SIGMAV), also rechte Seiten der Regeln sind

einzelne Terminale oder

eine Variable nach einem Terminal

Sprachklassen:
Sprache L aus (SIGMA)* heisst vom




Typ 0,

falls eine Grammatik vom Typ 0 ex. mit L = L (G)




Typ 1/2/3,

"
"
Typ 1/2/3
"

kontextfrei:

Bei   A -> x  kann   A aus V   unabhängig vom Kontext durch x ersetzt

werden

kontextsensitiv:
Regeln der Form   uAv -> uxv   sind möglich. A kann nur durch x 

ersetzt werden, wenn A zwischen u und v steht, im Kontext
eps-Regelung:
Wegen   |w 1 | kl.gleich |w 2 |   (Typ 1) gilt:   ( nicht aus L (G)   (Typ 1 – 3)



Lösung durch Modifikation:



Typ1: w 1 ->w 2 mit w 1 aus V +, w 2 aus ((V v SIGMA) – S) +, |w 1 | kl.gleich |w 2 | und S->eps


Typ2:
w 1 -> w 2   mit w 1 aus V, w 2 aus (V v SIGMA)*



Typ3:
w 1 -> w 2   mit w 1 aus V, w 2 = eps oder w 2 = xA mit x aus SIGMA , A aus V

Chomsky-Hierarchie:

Es gelten die echten Inklusionen:

Typ 3 enthalten in Typ 2 enthalten in Typ 1 enthalten in Typ 0

Bsp:
L = {a n b n | n gr.gleich 1} aus Typ 2, aber   L nicht aus Typ 3


L = {a n b n c n | n gr.gleich 1} aus Typ 1, aber   L nicht aus Typ 2

1.3 Wortproblem

Gehört ein Wort zu L(G) oder nicht (Entscheidungsproblem)

Wortproblem ist für ksS (Typ 1) entscheidbar:

Ex. Algorithmus, der bei Eingabe einer ksG und eines Wortes w aus (SIGMA)* in endlicher Zeit entscheidet, ob w aus L(G) oder w nicht aus L(G). "In endlicher Zeit":

Laufzeit:
Laufzeit des Programms ist   kl.gleich N n   für   |w | = n   mit   N > 1

NP:

Das Wortproblem ist
NP-hart






NP-vollständig



(vgl. Wegener / Hopcroft)

1.4 BNF für kfG (Typ 2)

Backus-Naur-Form:

Statt
A -> beta 1
schreibe
A -> beta 1 | beta 2 | ... | beta n

A -> beta 2

   ...


A-> beta n
Erweiterte Backus-Naur-Form:


Statt
A -> alpha gamma
schreibe
A -> alpha [beta] gamma



A -> alpha beta gamma


Statt
A -> alpha gamma
schreibe
A -> alpha {beta} gamma



A -> alpha B gamma


d.h. das Wort beta kann beliebig oft



B -> beta



(auch nullmal) zwischen alpha und gamma



B -> beta B



wiederholt werden























































































































































