2. Reguläre Sprachen

2.1 Reguläre Sprachen: Endliche Automaten (DFA)







deterministic finite automata
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AL
T Der Lesekopf lauft nur in einer Richtung,
bis erim Endzustand stoppt
Lese. Signal: w aus L oder wnicht aus L.
Kort | —()

Signal




Rechenzeit:
für Eingaben der Länge n ist gleich n
akzeptiertes Wort w:
w ist aus L

durch DFA definierte Sprache:
{w | w ist akzeptiert}

DFA:
Kann man verstehen als Turingmaschine, die sich nur in eine Richtung bewegen kann


Deterministischer endlicher Automat ist def. durch 5-Tupel


M = (Z, SIGMA, delta, z 0, E) mit



Z endliche Zustandsmenge



SIGMA endliches Alphabet mit (Z geschnitten SIGMA) = {}



 delta,: Z x SIGMA -> Z   Überführungsfunktion



z 0 Startzustand



E, Teilmenge von Z, Menge der Endzustände

DFA versa Grammatik:
DFA akzeptiert gegebenes Wort oder nicht





Grammatik erzeugt Wort der Sprache

vom DFA akzeptierte Sprache:

T (M) := {x aus (SIGMA)* | x 1 ... x n, x j aus SIGMA, n aus N +; ex. delta(z j - 1, x j) = z j
   f. a. j = 1, ..., n und z n aus E}

akzeptierte Sprache:
T (M) := {x aus (SIGMA)* | delta((z 0, x) aus E}

(vgl. delta(-Überführungsfunktion)

Zustandsgraph eines DFA:
G = (V, E) mit Knotenmenge V = Z (Zustandsmenge) und

Kantenmenge E wie folgt:





(z j – 1, z j) aus E (d.h. Kante), falls delta(z j – 1, x j) = z j ex., also
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Startzustand erhält eingehenden Pfeil, also[image: image3.png]







Endzustände erhalten Doppelkreise,





also
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Tabellendarstellung DFA:

	
	
	
	
	
	   delta(z 0, x 1) = z a ...

	delta
	z 0
	z 1
	...
	z m
	
	delta
	Zustände

	x 1
	z a
	z b
	...
	z c
	Also
	Zeichen
	

	(
	(
	(
	(
	(
	
	
	Zustände

	x n
	z d
	z e
	...
	z f
	
	
	


Erweiterte Überführungsfunktion:
delta(: Z x (SIGMA)* -> Z zu DFA M ist induktiv def.






delta((z, eps) = z,






delta((z, ax) = delta((delta(z, a), x)

mit z aus Z, a aus SIGMA, x aus (SIGMA)*, eps leeres Wort

Algorithmus DFA wird reguläre Grammatik:


Gegeben:
M = (Z, SIGMA, delta , z 0, E) mit T (M), Teilmenge von (SIGMA)*


Gesucht:
G = (V, SIGMA, P, S) mit L (G) = T (M)



V = Z



S = z 0


Regeln in P:




Aus delta (z 1, a) = z 2

folgt:
z 1 -> az 2 aus P und









z 1 -> a, falls z 2 aus E




Falls eps aus T (M), also z 0 aus E.  Es folgt:   z 0 -> eps aus P


Bew:
Für alle x = a 1 ... a n aus (SIGMA)*:



x aus T (M)
äqu.   ex. Zustands-Folge z 0, ..., z n mit Startzustand z 0,

z n aus E und   delta (z i – 1, a i) = z i   für i = 1, ..., n

äqu.   ex. Variablen-Folge   Z 0,   , Z n   mit Startvariable S = Z 0
und S -> a 1Z 1 ... -> a 1...a n – 1Z n - 1 -> a 1...a n




äqu.   x aus L (G)



Also:
Aus delta(z i – 1, a i) = z i
folgt:   z i – 1 -> a iz i
für i = 1, ..., n - 1



Aus delta(z n – 1, a n) = z n
folgt:   z n – 1 -> a n

(da z n aus E)
Ü1 Reguläre Grammatik / kfG

A1:
G = ({S, X, Y}, {a, b}, P, S) mit L = {a k b l | k, l gr.gleich 0, k + l gr.gleich 1}

Also:
a, b, aab, aaab, abb, aaaabb ... aus L

Produktionen: S -> a | b | aX,

X -> aX | bY | b,
Y -> bY | b

A3:
L = {w aus {0, 1}* | w = w R} = Sprache aller Palindrome über {0, 1}


Gesucht: kfG G = ({S}, {0, 1}, P, S) mit



P = {S -> 0 | 1 | 0S0 | 1S1 | 00 | 11}




0S0 und 1S1 erhält die "Symmetrie" der Palindrome




Aus 0, 1 für S einsetzen
folgt   |w | gerade




Aus 00, 11 für S einsetzen
folgt   |w | ungerade



Es folgt   L (G) = L

2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten (NFA)

DFA
M = (Z, SIGMA, delta, z 0, E) mit delta: Z x SIGMA -> Z

NFA:
M = (Z, SIGMA, delta, S, E) mit delta: Z x SIGMA -> ( (Z)
(Potenzmenge von Z)


Z

endliche Zustandsmenge


SIGMA

endliches Alphabet mit (SIGMA geschnitten Z) = {}

delta(: Z x SIGMA -> ((Z)
Überführungsfunktion


S, Teilmenge von Z

Menge der Startzustände


E, Teilmenge von Z

Menge der Endzustände


Der NFA ermöglicht den Beweis:   L DFA = L reg = L (G)   mit regulärer Grammatik G

akzeptieres Wort x aus (SIGMA)*:
ex. Folge von Mengen Z i (Teilmengen von Z) für i = 1, ..., n mit




(1)
Z 0 Teilmenge von S   und  ( Z n geschnitten E) ungleich {}





(2)
delta(z, x j) enthalten in Z j   für   z aus Z j – 1   für   j = 1, ..., n





(3)
Z j = Vereinigung z  Z j – 1 delta(z, x j)   für   j = 1, ..., n


Sprache: T ( M) = {x = x 1 ... x n aus (SIGMA)* | delta((S, x) geschnitten E ungleich {}}




= {x aus (SIGMA)* | ex. Folge Z i enthalten in Z mit i = 0, ..., n

und Z i ungleich {} mit (1) – (3) wie oben}

erweiterte Überführungsfunktion: delta(: Z x (SIGMA)* -> ( (Z) mit delta( (z', eps) = z' für alle z' aus Z




delta( (Z', aw) = Vereinigung z ( Z' delta( (delta (z, a), w)

mit Z' enthalten in Z, a aus SIGMA, w aus (SIGMA)*


Bsp: Z = {z 0, z 1, z 2}, SIGMA = {0, 1}, S = {z 0, z 1}, E = {z 2}



delta(z 0, 0) = {z 0, z 1}, delta(z 0, 1) = {z 0}, delta(z 1, 0) = {z 2},

delta(z 1, 1) = delta(z 2, 0) = delta(z 2, 1) = {}
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T(M) = {x aus (SIGMA)* | x = 0 oder x = x 1 ... x n mit x n – 1 = x n = 0 für n gr.gleich 2}


Bew:
(1) – (3) nachprüfen (vollständige Induktion)

Algorithmus NFA wird zu DFA:


Gegeben:
NFA M = (Z, delta, SIGMA, S, E)


Gesucht:
DFA M' = (Z', delta, SIGMA, z 0', E')



Z' = ( (Z) = {z 0', ..., z m}   mit   m = 2 | Z| - 1, also |Z' | = 2 |Z |


SIGMA bleibt natürlich, z 0' = S



E' = {Z e | Z e enthalten in Z, (Z e geschnitten E) ungleich {}} und delta': Z' x SIGMA → Z'




Für   a aus SIGMA,   z aus ( (Z) = Z'   ist




delta'(z, a)
=
delta((z, a)
= Vereinigung z aus Z delta(z, a)




(((((


(((((



Zustand in M'

Menge in M



Damit ist delta' total, d.h. für alle   a aus SIGMA   und alle   z aus Z'   definiert


Bsp:
Z' = {{}, {z 0}, {z 1}, {z 2}, {z 0, z 1}, {z 0, z 2}, { z 1, z 2}, {z 0, z 1, z 2}},



SIGMA = {0, 1}, z 0' = {z 0, z 1}, E' = {{z 2}, {z 0, z 2}, { z 1, z 2}, {z 0, z 1, z 2}},



delta' wie folgt
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Algorithmus Typ-3-Grammatik wird zu NFA:


Gegeben:
Reguläre Grammatik G = (V, SIGMA, P, S)


Gesucht:
NFA M = (Z, SIGMA, delta, S', E) mit T (M) = L (G)



Z = (V v {X})   mit   X aus E



S' = {S}   mit   S aus V




( {S, X}
, falls S -> eps aus P



E =
(



( {X}

sonst (S -> eps nicht aus P)





(




( Vereinigung A→aB aus P {B} ( {X}
, falls A -> a aus P



delta (A, a) =
(




( Vereinigung A→aB aus P {B}

sonst (A -> a nicht aus P)





(

Bew:
a 0 ... a n aus L (G)




äqu.
ex. A 0, ..., A n – 1 aus V mit

S -> a 0A 0 -> a 0a 1A 1 -> ... -> a 0 ... a n



äqu.
ex. A 0, ..., A n – 1 aus V mit





S -> a 0A 0,

 A 0 -> a 1A 1, ...,

 A n - 2 -> a n – 1A n – 1,

 A n - 1 -> a n



äqu.
A 0 aus delta(S, a 0),
A 1 aus (A 0, a 1)   usw., also:





A j aus (A j – 1, a j)   für   j = 1, ..., n – 1   und   X aus (A n – 1, a n)




äqu.
Für Z 0 = S   und   Z j = Vereinigung z aus Z j – 1 (z, a j)   mit j = 1, ..., n gilt:





Z j ungleich {}   mit j = 0, ..., n   und





Z 0 enthalten in S'   und





(Z n geschnitten E) nichtleer




äqu.
a 0 ... a n aus T (M)


Bsp:
1. P = {S -> a|b|aX, X -> aX|bY|b, Y -> bY|b}
G = ({S, X, Y}, {a, b}, P, S)

2.3 Zwei-Wege-Automaten (2DFA)

2DFA:
M = (Z, SIGMA, delta, z 0, E) mit


Z


Zustandsmenge wie gehabt


SIGMA


Alphabet wie gehabt

delta: Z x SIGMA ( Z x {L, R}
Überführungsfunktion

z 0


Startzustand

E


Endzuständemenge wie gehabt,


wobei L und R die Richtungen der Kopfbewegungen beschreiben

(DFA kann nur in einer Richtung bewegt werden)

nicht-akzeptiertes Wort:
Automat gerät in unendliche Schleife oder





Automat verlässt die Eingabe nach links

akzeptiertes Wort:
Automat verlässt die Eingabe nach rechts UND




die Rechnung stoppt in einem Endzustand (= akzeptierender Zustand)

Rechenzeit:
für Eingaben der Länge n kann sie

für nicht-akzeptierte Wörter   kleiner als n   sein

für akzeptierte Wörter (u.U. erheblich)   größer als n   sein

Bsp:
Z = E = {z 0, z 1, z 2}

	delta
	z 0
	z 1
	z 2
	

	0
	(z 0, R)
	(z 1, R)
	(z 0, R)
	Zwei Wege Automat

	1
	(z 1, R)
	(z 2, L)
	(z 2, L)
	mit der Sprache L



L = {x aus (SIGMA)* | kein Teilwort von x ist 11}

   = {x = x 0...x n aus (SIGMA)* | x aus {1, 0} oder f.a. x j mit j aus {0, ..., n - 1} gilt: x j = 1 Es folgt: x j + 1 = 0}


Achtung:
Für DFA mit Z = E ist T(M) = (SIGMA)*

2DFA gegenüber DFA:
Für dieselbe Sprache können weniger Zustände nötig sein





u.U. höherer Aufwand (vgl. Rechenzeit)


Bsp:
L = {x aus {0, 1} | n-letzter Buchstabe von x ist 1}



DFA enthält mindestens   2n   Zustände für   T(MDFA)=L



2DFA benötigt für   T(M)=L   nur   2·n–1   , falls   n gr.gleich 3


Bew:
(z 0, R) bis zur ersten 1



(z i, R) für i = 1, ..., n VORSICHT: Ist die Eingabe zuende, bevor z n erreicht

ist, wird x nicht akzeptiert

Ist die Eingabe in z n zuende, wird x akzeptiert

Ist x noch nicht vollständig abgearbeitet bis z n: Zurücklaufen mit Zuständen

z n – 1, ..., z 2n – 2, d.h. eine Stelle hinter der ersten 1 das Ganze wiederholen

crossing sequences cs's:
Zustandsfolgen im 2DFA, die beschreiben, in welchen

Zuständen der Automat den Zwischenraum zwischen zwei

Buchstaben des Eingabewortes überquert hat


Bsp:
1) [z 0], [z 1], [z 1, z 2, z 0] für die Eingabe 101001 (vgl. Bsp. oben)

	
	1
	
	0
	
	1
	
	0
	
	0
	
	1
	

	z 0
	→
	z 1
	→
	z 1
	→
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	←
	z 2
	←
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	→
	z 0
	→
	z 1
	→
	z 1
	→
	z 1
	→
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	←
	z 2
	←
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	→
	z 0
	→
	z 1




Eingabe wird akzeptiert



2) [z 1, z 2, z 0, z 2, z 0, z 2, z 0, ...] unendliche Schleife für Eingabe 101101

	
	1
	
	0
	
	1
	
	1
	
	0
	
	1
	

	z 0
	→
	z 1
	→
	z 1
	→
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	←
	z 2
	←
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	→
	z 0
	→
	z 1
	→
	
	
	
	
	

	
	
	
	←
	z 2
	←
	z 2
	←
	
	
	
	
	

	
	
	
	→
	z 0
	→
	z 1
	→
	
	
	
	
	

	
	
	
	←
	z 2
	←
	z 2
	←
	
	
	
	
	

	
	
	
	→
	z 0
	→
	z 1
	→
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	(
	←
	z 2
	←
	
	
	
	
	




Eingabe nicht akzeptiert

gültige crossing sequence gcs:
cs ist gültig, falls sie in akzeptierender Berechnung

vorkommt

Länge und Anzahl von gcs's:
Länge ist ungerade, weil Überqueren des Zustands nach rechts

immer ungerade

Schranke für die Länge ist   2 |Z | - 1   d.h. kleinergleich

Schranke für Anzahl ist   |Z | 2 |Z |   d.h. kleinergleich Potenz

Bew:
ungerade:
Wird der Zwischenraum zum i-ten Mal überquert, ist

Leserichtung
links für i gerade





rechts für i ungerade



Länge einer cs von   2 |Z | + 1   bedingt Schleife. Schubfachprinzip






(vgl. Schleife im DFA, pumping)


Schleife:
ZWA überquert Zwischenraum zum 2. Mal in der gleichen Richtung

Rechtsverträglichkeit

	
	
	x 1
	
	a
	
	x 3
	
	x 4
	

	z 0
	...
	→
	c 1
	→
	c 2
	→
	...
	
	





c 1 rv c 2 über a, d.h. Übergang kann erfolgen (analog: linksverträglich)

Definition:
c 1 rv c 2 über a   bzw.   c 1 lv c 2 über a   genau dann, wenn dies aus (1) – (3)

folgt:


(1)
Für alle   a aus SIGMA   gilt für die   leere cs [eps]:

[eps] rv [eps] über a   und    [eps] lv [eps] über a

Interpretation:
Start von links. Erreicht man Zwischenraum (ZR) nicht, dann auch

keinen ZR rechts davon.


(2)
[q1,...,qk] rv [p1,...,pm] über a   bedeutet



entweder
delta(q1, a) = (q2, L)

und   [q3,...,qk] rv [p1,...,pm] über a



Interpretation:
Start von links. Ist delta(q1, a) = (q2, L), so ist es lokal möglich, einen

ZR in q1 zu überschreiten, a zu lesen und dengleichen ZR in q2 zu

überschreiten. Danach wird dieser ZR wieder von links erreicht.



oder

delta(q1, a) = (p1, R)




und   [q2,...,qk] lv [p2,...,pm] über a



Interpretation:
Start von links. Ist delta(q1, a) = (p1, R), so ist es lokal möglich, einen

ZR in q1 zu überschreiten, a zu lesen und den rechts benachbarten

ZR in p1 zu überschreiten. Als nächstes werden beide ZRe von rechts

erreicht.


(3)
[q1,...,qk] lv [p1,...,pm] über a   bedeutet



entweder
delta(p1, a) = (q1, L)




und   [q2,...,qk] rv [p2,...,pm] über a



oder

delta(p1, a) = (p2, R)




und   [q1,...,qk] lv [p3,...,pm] über a
Algorithmus 2DFA wird zu NFA:



Gegeben: 2DFA M = (Z, SIGMA, delta, z0, E)



Gesucht: NFA M' = (Z', SIGMA, delta', z0', E')




Z' = {z' | z' ist gcs}




z0' = [z0] Startzustand von M'




E' = {[z] | z aus E ist erreichbar}




delta' (c, a) = {d aus Z' | c rv d über a}

Bew:
Zu zeigen: w = w1...wn aus T(M) äquiv.: w aus T(M')

I. cs's   c0, ..., cn   bearbeiten w mit   c0 = [z0]   und   cn = [z], z aus E

ci-1 rv ci über wi   soll gelten. Dazu sei ci-1 = [q1, ..., qk]   und   ci = [p1, ..., pm]   sowie

ZRi-1 und ZRi die Zwischenräume zu ci-1 und ci.

M überquert ZRi-1 zum ersten Mal nach rechts in q1. Es gilt:

(a)
Entweder   delta(q1, wi) = (q2, L), d.h.   [q3, ..., qk] rv [p1, ..., pm] über wi
(b)
oder   delta(q1, wi) = (p1, R), d.h.   [q2, ..., qk] rv [p2, ..., pm] über wi
In jedem Fall ist die Gesamtlänger der cs's kürzer geworden. So kürzt man weiter, bis die

leere crossing sequence erreicht ist. Diese ist rv und lv über wi, also gilt ci-1 rv ci über wi. Es folgt: T(M) enthalten in T(M'), da (?) [z0] = c0, ..., [z] = cn aus Z' sind, wobei z aus E.

II. Bleibt zu zeigen: T(M') enthalten in T(M)

Sei dazu w1...wn = w aus T(M') mit Zuständen c0, ..., cn als cs's akzeptiert. Es folgt:

c0 = [z0] , cn = [z] mit z aus E   und   ci-1 rv ci über wi  für alle i = 1,...,n

Erreicht M' den Zustand ci = [p1, ..., pm] für die Eingabe w1...wi, gelten:

(1)
Falls M in z0 startet und w1...wi liest, wird w1...wi zum ersten Mal in p1
nach rechts verlassen. Für i = n bedeutet dies w aus T(M).


(2)
j sei gerade mit   j – 1 kl.gleich m.



Falls M wi im Zustand pj liest, wird w1...wi zum ersten Mal in pj+1 nach

rechts verlassen. Für i = 0 erreicht M' nur [z0] mit Länge 1. Dann ist die

Aussage leer.

Beweis durch Induktion:

(1)
Für i = 0 ist (1) wahr, da das leere Wort ( bereits beim Start nach rechts verlassen ist.

i-1 -> i:
ci = [p1, ..., pm] ist von M' erreicht nach dem Lesen von w1...wi und

ci-1 = [q1, ..., qk] ist ein möglicher Vorgänger.

Behauptung:
Dann gilt   ci-1 rv ci über wi.

Es gilt:

wi wird zum ersten Mal gelesen, wenn w1...wi-1 zum ersten Mal nach rechts

verlassen wird, und zwar nach I.V. in q1. Mit der Def. rv folgt:

(a)
delta(q1, wi) = (p1, R) oder

(b)
delta(q1, wi) = (q2, L)


Aus (a) folgt w1...wi wird zum ersten Mal in p1 nach rechts verlassen.


Aus (b) folgt [q3, ..., qk] rv [p1, ..., pm] über wi gilt.


Nach I.V. von (2) und für j = 2 folgt:


wi wird das nächste Mal in q3 gelesen.


So macht man weiter, bis der Fall (a) erreicht ist (dies geschieht irgendwann,

da gcs ungerade Länge haben). Es folgt (1).

(2)
Beginn wie in (1). Wenn zum ersten Mal beim r-ten Versuch (a) eintritt, gilt

[q2r, ..., qk] lv [p2, ..., pm] über wi. Mit der Def. von lv folgt:

(c) delta(p2, wi) = (p3, R)   oder   (d) delta(p2, wi) = (q2r, L)

(c)
w1...wi wird in p3 verlassen und [q2r, ..., qk] lv [p4, ..., pm] über wi gilt.


Es folgt (2) für j = 2. Sei j = 4. Beweis analog. ...

(d)
[q2r+1, ..., qk] rv [p3, ..., pm] über wi gilt und wi-1 wird in q2r gelesen.


Mit I.V. (2) folgt: w1...wi-1 wird das nächste Mal in q2r+1 verlassen und

wi gelesen.

Geht man weiter so vor, folgt die Behauptung.

Aus (1), (2) folgt der Satz.

Satz:
Gilt   [q1,...,qk] rv [p1,...,pm] über a,   so gibt es ein q' aus {q1,...,qk}, so dass

delta(q', a) = (p1, R) gilt.

Satz:
Liest   M'   den Buchstaben   a   im Zustand   p2j,   dann erreicht   M'   zum ersten Mal

in   p2j+1   den rechten Zwischenraum von   a.

Merke:

Zwei-Wege-Automat äqu. NFA äqu. DFA äqu. Typ-3 äqu. regulär




und NFA besser als Zwei-Wege-Automat

Übung 2 / 3 und 2DFA ( NFA

Inverse Sprache und Konstruktion des entsprechenden NFA / DFA:

Konstruiere DFA M mit A = T(M) = {x aus {0, 1}* | x enthält nicht 101 als Teilwort} In diesem Fall ist es einfacher, den Automaten zur Sprache Aquer zu konstruieren. Aquer ist die Sprache, die nur aus Wörtern besteht, die 101 enthalten. Für NFA MN = (ZN, {0,1}, deltaN, SN, EN) mit T(MN) = Aquer gilt: ZN = {z0, z1, z2, z3}, SIGMA = {0, 1} klar, 
SN = {z0}, EN = {z3} und




deltaN wie folgt:


deltaN (z0, 0) = {z0}


deltaN (z0, 1) = {z0, z1}


deltaN (z1, 0) = {z2}


deltaN (z2, 1) = {z3}


deltaN (z3, 0) = {z3}


deltaN (z3, 1) = {z3}

Zum Invertieren brauchen wir den DFA MD = (ZD, SIGMA, deltaD, z0, ED) mit T(MD) = Aquer und

ZD = {z0, z01, z02, z013, z023, z03}, SIGMA bleibt, z0 = {z0}, ED = {z013, z023, z03} und


deltaD wie folgt:


deltaD (z0, 0) = z0

deltaD (z0, 1) = z01

deltaD (z01, 0) = z02

deltaD (z01, 1) = z01

deltaD (z02, 0) = z0

deltaD (z02, 1) = z013

deltaD (z013, 0) = z023

deltaD (z013, 1) = z013

deltaD (z023, 0) = z03

deltaD (z023, 1) = z013

deltaD (z03, 0) = z03

deltaD (z03, 1) = z013
Inversion erreicht man durch Vertauschen der Mengen   ED   und   ZD \ ED,   also Endzustände werden Nicht-Endzustände und umgekehrt. Man erhält den

DFA M = (Z, SIGMA, delta, z0, E) mit


Z = ZD, SIGMA, z0 wie oben, E = ZD \ ED und delta wie oben bis auf die

Zustände, die im Index die 3 enthalten:

Da man aus den drei Zuständen z013, z023, z03 nicht wieder in einen der übrigen Zustände gelangen kann, können z013, z023, z03 zusammengefasst werden zu einer einzigen Senke zS. Also:

...deltaD (z02, 1) = zS   und   
deltaD (z2, 0) = zS und deltaD (zS, 1) = zS

Konstruktion eines entsprechenden NFA:


Gegeben: 2DFA M = (Z, SIGMA, delta, z0, E) mit 



Z = {z0, z1, z2}, SIGMA = {0, 1}, Startzustand z0, 
E = Z und

delta wie folgt:




delta(z0, 0) = (z0, R)




delta(z0, 1) = (z1, R)




delta(z1, 0) = (z1, R)




delta(z1, 1) = (z2, L)




delta(z2, 0) = (z0, R)




delta(z2, 1) = (z2, L)


Damit lässt sich die Sprache L = {x aus (SIGMA)* | kein Teilwort von x ist 11}darstellen.


Gesucht: NFA M' =(Z', SIGMA, delta', z0', E') mit



Z' = {z' | z' ist gcs, d. h. gültige crossing sequence}, SIGMA bleibt, z0' = [z0]



E' = {[z] | z aus E ist erreichbar} und delta' (c, a)= {d aus Z' | c rv d über a}, also




delta' (c, 0)= {d aus Z' | c rv d über 0} und




delta' (c, 1)= {d aus Z' | c rv d über 1}



Durch Fallunterscheidung erkennt man:



Z' = {[z0], [z1], [z120]}



E' = {[z0], [z120]} und schließlich



delta' wie folgt:



delta' ([z0], 0) = {[z0]}



delta' ([z0], 1) = {[z1]}



delta' ([z1], 0) = {[z120]}



delta' ([z120], 0) = {[z1]}



delta' ([z120], 1) = {[z0]}



Zum DFA wird es mit




delta' ([z1], 1) = {}, delta' ({}, 0) = {} und delta' ({}, 1) = {}

2.4 Reguläre Ausdrücke

Menge der regulären Ausdrücke:



(1)
{} ist leere Sprache, eps Sprache des leeren Wortes, a Sprache des

einbuchstabigen Wortes: {}, eps, a aus RA für a aus SIGMA.



(2)
Aus A, B aus RA folgt:
A + B (A v B) Vereinigung,








A(B (AB) Konkatenation und








A* Potenz sind aus RA



(3)
Alle regulären Ausdrücke lassen sich durch endliche Anwendung von

(1) und (2) erzeugen.

Prioritäten für Operationen:
Stern vor Konkatenation vor Vereinigung * vor punkt vor v

L reg = L RA:
I.
Sei L aus L RA. Zu zeigen: Ex. NFA M mit L = T(M).



Induktion nach Anzahl der Anwendungen von (1) und (2).



Induktionsanfang: k = 0




1. Fall:  Aus {} aus RA folgt: M {}






[image: image7.png]






2. Fall: Aus eps aus RA folgt M eps
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3. Fall: Aus a aus RA für a aus SIGMA folgt:   M a
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Induktionsschritt k -> k + 1:




Seien A, B aus RA mit zugehörigen Automaten MA, MB und

Sprachen T(MA) = L (A), T(MB) = L (B).

Definiere NFA M1 so, dass T(M1) = L (A v B):






NFA M1 = (Z1, SIGMA, delta1, S1, E1)






mit Z1 = (ZA v ZB),   E1 = (EA v EB),






S1 = (SA v SB),

delta1 umfasst genau die deltaA- und deltaB-Übergänge

Definiere M2 so, dass T(M2) = L (AB):





M2 = (Z2, SIGMA, delta2, S2, E2) mit





Z2 = (ZA v ZB), S2 = SA, E2 = EB und





Für jedes deltaA(z, a) = zE mit zE enthalten in EA, z aus ZA und

a aus SIGMA ergänze delta2(z, a) = SB
Definiere M3 so, dass T(M3) = L (A*):





M3 = (Z3, SIGMA, delta3, S3, E3) mit





Z3 = ZA, S3 = SA, E3 = EA und





Für jedes deltaA(z, a) = zE mit zE enthalten in EA, z aus ZA und

a aus SIGMA ergänze delta3(z, a) = SA

II.
Gegeben: DFA M =(Z, SIGMA, delta, z0, E) mit Z ={z0, ..., zn-1} ( {1, ..., n}



Gesucht: regulärer Ausdruck A mit L(A) = T(M)



Beweis durch dynamische Programmierung (d.h. aus Lösungen kleiner

Teilprobleme die Lösungen immer größerer Probleme zusammensetzen)

Zwischenzustand ist Zustand, der bei Abarbeitung eines Wortes durchlaufen

wird ohne Start- und Endzustand

Rijk ( {w aus (SIGMA)* | delta((i, w) = j und alle Zwischenzustände liegen in {1, ..., k}}



Es ist also T(M) = Vereinigung i aus E R1in


Da nach (2) die Vereinigung nicht aus RA herausführt, ist T(M) durch einen

regulären Ausdruck darstellbar, wenn alle R1in durch reguläre Ausdrücke

darstellbar sind.

Beweis durch Induktion k über Anzahl der erlaubten Zwischenzustände

k = 0:
Rij0
= {w aus (SIGMA)* | delta(i, w) = j ohne Zwischenzustände}


enthalten in ({(} v {a | a aus SIGMA}), u.a. Rij0 = {}, d.h. darstellbar als RA



k-1 -> k:
Falls Rijk = Rijk-1 + Rikk-1 (Rkkk-1)* Rkjk-1 gilt, ex. A aus RA mit

L(A) = Rijk, wenn die Ausdrücke auf der rechten Seite darstellbar

durch RA sind.



Beweis von Rijk = Rijk-1 + Rikk-1 (Rkkk-1)* Rkjk-1
II.a Obermenge:


Nach Definition ist Rijk-1 enthalten Rijk-1. ( Für w aus Rijk-1 stimmt die

Behauptung)

Sei nun w aus Rikk-1 (Rkkk-1)* Rkjk-1:

Starten wir in Zustand i mit w, wird der Zustand k über die Zustände

{1, ..., k-1} erreicht.

Hier wird k endlich oft über {1, ..., k-1} erreicht und dann wird Zustand

j über {1, ..., k- 1} erreicht.

Es folgt: delta(i, w) = j mit Zwischenzuständen {1, ..., k}, d.h. w aus Rijk.

II.b Teilmenge:


Sei w aus Rijk: Starte mit Wort w in Zustand i. Alle Zwischenzustände

liegen in {1, ..., k} und j wird erreicht.

Zerlege w an allen Stellen, wo Zustand k erreicht wird.

1. Fall: k wird nie erreicht. Dann ist w aus Rijk-1.

2. Fall: w = w' w'' w''' mit w' aus Rikk-1, w''' aus Rkjk-1 und w'' aus Rkkk-1,

d.h. w aus Rikk-1 (Rkkk-1)* Rkjk-1.

Insgesamt folgt die Gleichung und damit die Behauptung.

2.5 Pumping-Lemma für reguläre Sprachen

Notwendige, nicht hinreichende Bedingung für reguläre Sprache

Pumping-Lemma LReg:
Für   L aus LReg   ex. ein   n   so, dass sich alle Wörter   x aus L   mit

|x | gr.gleich n   zerlegen lassen in   x = uvw,   so dass gilt:

|v | gr.gleich 1

|uv | kl.gleich n

uviw aus L   für alle   i = 0, 1, 2, ...


Bew:
Sei L regulär. Dann ex. DFA M = (Z, SIGMA, delta, z0, E) mit L = T (M).



Sei nun x aus L. Wähle   n = |Z |.   Ist   m = |x | gr.gleich n,   durchläuft M bei der

Bearbeitung genau   |x | + 1 > n   Zustände. Es ex. also ein Zustand z', der mindestens zweimal durchlaufen wird, d.h. Schleife:

	
	z'

(
	z'

(
	

	x =
	x1.........................
	...................
	........................xm

	
	
	
	

	
	u
	v
	w


Sei u das Teilwort von x, nach dessen Lesen z' zum ersten Mal erreicht wird. uv sei Teilwort, nach dessen Lesen z' zum zweiten Mal erreicht wird und w sei der Rest von x. Dann gilt:   |uv | kl.gleich n   und   |v | gr.gleich 1. Oder anders ausgedrückt:

x = uvw mit

(*)
delta((z0, u) = z'   und   delta((z', v) = z',   also




delta( (z', v²) = delta((delta((z', v), v) = delta((z', v) = z'   usw.


delta((z0, x) = ze aus E   und   delta((z', w) = ze
Mit   xi = uviw   folgt aus (*):

delta((z0, xi)
= delta((z0, uviw) = delta((delta((z0, u), viw) = delta((z', viw)

= delta((delta((z', vi), w) = delta((z', w)

= ze aus E   für i = 0, 1, 2, ...



Also xi aus L   für   i = 0, 1, 2, ...

Bsp:
L = {0 ...0 (k²-mal) | k gr.gleich 1}. sei   n   wie im Pumping-Lemma.

Betrachte   x = 0 ... 0 (n²-mal) aus L.   Für Zerlegung x = uvw gilt:

1 ( |v | ( n.   Ist   uv²w aus L?   uv²w = 0 ... 0 ((n² + |v |)-mal)

Behauptung:   uv²w nicht aus L.   Denn   n² + |v |   ist keine Quadratzahl:

n² < n² + |v |,   da |v | gr.gleich 1

n² + |v | kl.gleich n² + n,   da |v | kl.gleich n

n² + n < n² + 2n + 1 = (n + 1)²,

also:   n² < n² + |v | < (n + 1)²   und damit kann   n² + |v |   keine Quadratzahl sein.

Also ist   x nicht aus L   und damit   L nicht aus LReg.

Verallgemeinertes Pumping-Lemma:
verschärft obiges Pumping-Lemma



Sei DFA M = (Z, SIGMA, delta, z0, Z) mit |Z | = n und x aus (SIGMA)* mit |x | = n.

Gilt   delta( (z1, x) = zp   für   z1, zp aus Z,   so ex. eine Zerlegung   x = uvw   mit

|uv | kl.gleich n,   |v | gr.gleich 1,   so dass gilt:   delta((z1, uviw) = zp   für   i = 0, 1, 2, ...


Bew:
Wegen   |x | = n   braucht M für Bearbeitung   n + 1   Zustände z1, z2, ..., zn, zp.



Da   |Z | = n,   ex.   z' aus Z,   das mindestens zweimal beim Lesen von x

durchlaufen wird. Zerlege   x = uvw   in   z',   also

delta((z1, u) = z',   delta((z', v) = z'   und   delta((z', w) = zp.   Dann gilt:

delta((z1, u) = delta((z', v) = delta((z', vi) = z'   für   i = 1,2, ...und   delta((z, w) = zp.

Oder anders:   delta((z1, uviw) = zp   für   i = 0, 1, 2, ...

2.6 Äquivalenzrelationen und Minimalautomaten

Äquivalenzrelation:
RL: (SIGMA)* -> (SIGMA)* teilt (SIGMA)* in nichtleere disjunkte

Äquivalenzklassen: Reflexiv, Symmetrisch, Transitiv

Relation RL:
xRLy äqu. Für alle z aus (SIGMA)* (xz aus L äqu. yz aus L) wird erzeugt durch Sprache L

Äquivalenzklasse [x]:
[x] = {y aus (SIGMA)* | xRLy}   für x aus (SIGMA)*. Es gilt dann:

(SIGMA)* = Vereinigung x aus (SIGMA)* [x]   (Bsp. modulo 7)

SL:
Menge von Mengen; SL = {[x] | x aus (SIGMA)*} ungleich (SIGMA)*

Satz:
|SL | < unendlich äquiv. L aus LReg

Bew: I.
Sei L aus LReg mit DFA M = (Z, SIGMA, delta, z0, E) und T (M) = L.

Ferner sei RM wie folgt: xRMy äqu. delta((z0, x) = delta((z0, y)

RM zerlegt (SIGMA)* und man erhält

SM = {[x]M | x aus (SIGMA)*}   mit

[x]M = {y aus (SIGMA)* | xRMy} = {y aus (SIGMA)* | delta((z0, y) = delta((z0, x)}

Es gibt |Z | verschiedene Möglichkeiten für z' = delta((z0, y) = delta((z0, x), also

ist auch   |SM | = |Z |


Zeige: |SL | ( |SM |


Dazu zeige, dass   [x]M enthalten in [x]   für alle   x aus (SIGMA)*.


Sei nun   y aus [x]M,   also   delta((z0, x) = delta((z0, y).


Wir müssen nach Definition von RL zeigen: xz aus L äqu. yz aus L.


xz aus L
äqu. delta( (z0, xz) aus E




äqu. delta( (delta((z0, x), z) aus E



äqu. delta( (delta((z0, y) , z) aus E   (wegen y aus [x]M)



äqu. delta( (z0, yz) aus E






äqu. yz aus E






äqu. y aus [x]




Daraus folgt, dass [x]M enthalten in [x].




Da die Zerlegung jeweils auf der gleichen Menge - (SIGMA)* - erfolgt,

und da [x] und [x]M Mengen sind, gilt:




|SL | kl.gleich |SM | = |Z | < unendlich.




(SM ist eine Verfeinerung der Zerlegung von SL.)



II. Sei umgekehrt |SL | < unendlich. Dann ex. ein  k < unendlich mit  [x1], ..., [xk]   und



(SIGMA)* = Vereinigung i = 1, ..., k [xi].

Definiere nun DFA M = (Z, SIGMA, delta, z0, E) durch



Z = {[x1], ..., [xk]},

z0 = [eps]   (Da   eps aus (SIGMA)* = Vereinigung i = 1, ..., k [xi],   gilt:

[eps] = [xi]   für ein i,

E = {[x] | x aus L}   und   delta ([x], a) = [xa]   für alle   a aus SIGMA, [x] aus Z.

Zunächst gilt   delta(([eps], x) = [x]

Nach Definition E und mit z0 = [eps] folgt:

x aus T (M)
äqu: delta( ([eps], x) aus E



äqu: [x] aus E



äqu: x aus L,

d.h.   T (M) = L,   also L aus LReg.

Algorithmus DFA wird zu Minimalautomat:


Gegeben: DFA ohne nicht-erreichbare Zustände


Gesucht: Zu verschmelzende Zustände, um Minimalautomaten zu erzeugen


(1)
Tabelle mit Zustandspaaren (z, z') mit z ungleich z' aufstellen


(2)
Markiere (z, z'), wenn einer Endzustand ist, der andere aber nicht


(3)
Teste unmarkierte Paare (z, z'), für jedes a aus SIGMA:



Ist (delta (z, a), delta(z', a)) markiert? Wenn ja, markiere auch (z, z')


(4)
Wiederhole 3., bis sich nichts mehr ändert


(5)
Verschmelze unmarkierte Paare jeweils zu einem einzigen Zustand

Bew:
I. Korrektheit


delta((z, x) aus E   und   delta((z', x) nicht aus E gegeben, x = x1...xm. Es folgt:


delta((delta((z, x1...xm-1), xm) aus E und delta((delta((z', x1...xm-1), xm) nicht aus E


folgt: (delta((z, x1...xm-1), delta((z', x1...xm-1), xm) ist markiert


...


folgt: (delta((z, x1), delta((z', x1)) ist markiert

folgt: (z, z') ist markiert

Andererseits:

(z, z') unmarkiert äqu. Für alle x aus (SIGMA)*: [delta((z, x) aus E äqu. delta((z', x) aus E]


II. Minimalität



a) Zu zeigen: Aus |SL | < |SM | folgt: Ex. unmarkiertes Paar (z, z') nach Schritt (5).



[x]M enthalten in [x] (wie Bew. oben)



Sei SM = {[x1]M, ..., [xn]M} für n = |Z | und SL = {[y1], ..., [yk]} mit k < n



Da |SL | < |SM |   und   [x]M enthalten in [x], gibt es Zahlen r, s, t, so dass mit

r ungleich s gilt:



[xr]M enthalten in [yt]   und   [xs]M enthalten in [yt]



Es existieren Zustände   zr aus [xr]M = {x | delta((z0, x) = delta((z0, xr)}   und

entsprechend zs aus [xs]M mit zr ungleich zs und delta((z0, xr) = zr  und delta((z0, xs) = zs

a1) Zu zeigen: (zr, zs) ist unmarkiert.

Dazu zeigen wir, dass (zr, zs) unmarkiert genau dann, wenn gilt:

Für alle y aus (SIGMA)* gilt: delta((zr, y) aus E äqu. delta((zs, y) aus E

Ann: Ex. y aus (SIGMA)* mit delta((zr, y) aus E und delta (zs, y) nicht aus E.

Mit y = y1...ym gilt schließlich delta((zr,m-1, ym) aus E und delta((zs,m-1, ym) nicht aus E,

also (zr,m-1, zs,m-1) markiert Es folgt: (zr, zs) markiert WIDERSPRUCH


a2) Ann: (zr,m, zs,m) markiert. Gemäß (2) und (3) folgt:



Ex. x aus (SIGMA)* mit delta((zr, x) aus E und delta((zs, x) nicht aus E   oder






delta((zr, x) nicht aus E und delta((zs, x) aus E WID!



Also gilt: (zr, zs) ist unmarkiert wegen [xr]M, [xs]M enthalten in [yt]:



xrRLxs
äqu. Für alle y aus (SIGMA)* gilt:

[xry aus L äqu. xsy aus L]

äqu. [delta((z0, xry) aus E äqu. delta((z0, xsy) aus E] für alle y aus (SIGMA)*

äqu. [delta((zr, y) aus E äqu. delta((zs, y) aus E] für alle y aus (SIGMA)*

äqu. (zr, zs) unmarkiert mit z = zr, z' = zs
Es folgt die Behauptung



II.b)
Z. z.: Ist (z, z') in (5) unmarkiert, gilt für

B0 = {x aus (SIGMA)* | delta(z0, x) = z} und

B1 = {x aus (SIGMA)* | delta(z0, x) = z'} und x0 aus B0:

(B0vB1) enthalten in [x0]




Dabei ist [x0] = {y aus (SIGMA)* | yRLx0}




Für den Automaten M', der durch das Verschmelzen von z und z'

entsteht, gilt:

[x]M' enthalten in [x] für alle x aus (SIGMA)*. Da die Verschmelzung für alle

unmarkierten Paare durchgeführt wird, gilt dann: |SL | = |SM' | Bew:

(z, z') unmarkiert genau dann, wenn gilt:

Für alle y aus (SIGMA)* ist delta((z, y) aus E äqu. delta((z', y) aus E

Seien x' aus B0 und x'' aus B1. Dann gilt für alle y aus (SIGMA)*:

delta((z0, x'y) aus E äqu. delta((z0, x''y) aus E   oder  x'RLx''   oder

x', x'' aus [x'].

Daher ist (B0vB1) enthalten in [x0]

Mit II. ist die Minimalität gezeigt.

Zeitkomplexität:
O ( |Z |² |SIGMA | ) = O (n² |SIGMA | ), d. i. Größe der Tabelle mult. mit

Buchstaben-Anzahl, da für jedes Paar |SIGMA |-mal getestet wird

Merke:

(z, z') unmarkiert äqu. Für alle x  gilt: [delta((z, x) aus E äqu. delta((z', x) aus E]

Bsp:
DFA wird minimal


Gegeben:
DFA
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	z1
	
	
	
	
	3. Testen:
	
	delta(z3, 0) = z4, delta(z2, 0) = z2
	Es folgt: (z3, z2) markieren

	z2
	
	
	
	Nach dem
	delta(z3, 0) = z4, delta(z0, 0) = z1
	Es folgt:  (z3, z0) markieren

	z3
	
	
	
	
	2. Schritt
	delta(z0, 0) = z1, delta(z1, 0) = z4
	Es folgt:  (z0, z1) markieren

	z4
	x
	x
	x
	x
	
	delta(z2, 0) = z3, delta(z1, 0) = z4
	Es folgt:  (z2, z1) markieren

	
	z0
	z1
	z2
	z3
	
	
	



delta(z3, 1) = z0, delta(z1, 1) = z2   und   delta(z3, 0) = z4, delta(z1, 0) = z4 Es folgt:

(z3, z1) unmarkiert

	z1
	x
	
	
	
	

	z2
	
	x
	
	Nach dem

	z3
	x
	
	x
	
	4. Schritt

	z4
	x
	x
	x
	x
	

	
	z0
	z1
	z2
	z3
	



Es ergibt sich: Minimalautomat
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