3 Kontextfreie Sprachen (Typ 2)

w1 -> w2 mit w1 aus V, w2 aus (V v (SIGMA)*), also auch |w1 | kl.gleich |w2 |
(v – vereinigt)
Bsp:
Pascal

<ANW>

->
<WHILE-ANW> | <IF-ANW>




<WHILE-ANW>
->
while <Bedingung> do <Anweisung> end




<IF-ANW>

->
if <Bedingung> then <Anweisung> end




   Variable



Variable und Terminale

3.1 Die Chomsky-Normalform für kontextfreie Sprachen (CNF)

CNF:
Alle Regeln in kfG (V, SIGMA, P, S) sind  A -> BC  oder  A -> a,  A,B,C aus V, a aus SIGMA
Bem: ( wird so nicht erzeugt. Betrachte nur kfS ohne (. Oder mit neuem Startsymbol S' ergänzen:  S' -> S | (.
Aufwand CNF:
S(G) = Gesamtzahl aller Variablen und Terminalen in allen Regeln

von PG   für eine konkrete Grammatik G = (V, SIGMA, PG, S)




Es folgt: O(|V |(S(G)) für die Erzeugung der neuen Grammatik G' in CNF

und S(G') kl.gleich O(|V |(S(G))   für L(G) = L(G')

Algorithmus kfG G wird zur Grundlage für G' in CNF:


(1)
Ersetze in allen rechten Seiten Terminale a aus SIGMA durch Variable Ya aus V1
und ergänze P um Ya -> a. Es folgt:

G1 = (V1, SIGMA, P1, S) mit O(S(G)) für die Zeit, um G1 aus G zu erzeugen.


(2)
Nur noch Regeln   A -> B1...Bm   und   Ya -> a

mit   A, Bi, Ya aus V1,   i = 1, ..., m   und   a aus SIGMA.

Für   m ( 3   betrachte

A -> B1...Bm   und ersetze durch

A -> B1C1
Ci -> Bi+1Ci+1   und

Cm-2 -> Bm-1 Bm
mit neuen Variablen   C1, ..., Cm-2 aus V2. Es folgt:

G2 = (V2, SIGMA, P2, S)   mit S(G2) kl.gleich 3 S(G1) kl.gleich 3 ² S(G)

Zeitaufwand kl.gleich O(S(G))


(3)
A -> B mit A, B aus V2 noch möglich.

Ersetze Variable in Kreisen A1 -> A2 -> ... -> Ar -> A1 durch A1. Es folgt:

G3 = (V3, SIGMA, P3, S)   mit   S(G3) = O(S(G))

Aufwand O(|V | S(G)) Zeit


(4)
Sortiere Ai -> Aj so, dass i < j. Aufwand O(|V | S(G)) Zeit.

Bearbeite An, ..., A1 rückwärts:

Falls   Ak -> Al   (mit   k < l) ex,

ersetze es durch   Ak -> a   mit   a aus SIGMA,   falls   Al -> a ( P. Es folgt:

G' = (V', SIGMA, P', S)   mit   S(G') = O(|V | S(G))   und   L(G') = L(G) ist in CNF

Bsp 1:
G in CNF G' umformen





(Hopcroft S. 100)

Gegeben: G = ({S, a, B}, {a, b}, P, S) mit

P = {S -> bA | aB,      A -> bAA |aS | a,      B -> aBB | bS | b}

Stimmt schon: A -> a   und   B -> b   gehören schon zu P'. Hier: Keine Kettenregeln.

Terminale der rechten Seite durch Variable ersetzen:

S -> bA | aB

wird zu
S -> YbA | YaB   und   Ya -> a,   Yb -> b

A -> bAA | aS

wird zu
A -> YbAA | YaS

B -> aBB | bS

wird zu
B -> YaBB | YbS

Noch zu lang:   A -> YbAA   und   B -> YaBB.   Kürzen:

A -> YbAA

wird zu
A -> YbD1   und   D1 -> AA

B -> YaBB

wird zu
B -> YaD2   und   D2 -> BB

Es ergibt sich:

P' =
{ S -> YbA | YaB,      A -> a | YaS | YbD1,      B -> b | YbS | YaD2,

  D1 -> AA,      D2 -> BB,      Ya -> a,      Yb -> b}


und G' = (V', {a, b}, P', S) ist in CNF mit V' = {S, A, B, D1, D2, Ya, Yb}

Bsp 2:
G wird zu CNF G'.


Gegeben: G = ({S, A, B, C, D, G, H, I, J}, {a, b, c, d, e, f}, P, S) mit 


sowie P =
{S -> aABCD,      A -> F,      B -> d,      C -> J,      D -> G,      E -> b,

  F -> g,      G -> cHI,      H -> f,      I -> e,      J -> E}


Umbenennungen entfernen: Nur noch 


S -> aABCD,    A -> g,    B -> d,    C -> b,    D -> cHI,    H -> f,    I -> e vorhanden.


A -> g,    B -> d,    C -> b,    H -> f,    I -> e      stimmen schon.


Terminale ersetzen:


S -> aABCD

wird zu
S -> YaABCD   und   Ya -> a


D -> cHI

wird zu
D -> YcHI   und   Yc -> c


Kürzen der rechten Seiten:


S -> YaABCD

wird zu
S -> YaX1,   X1 -> AX2,   X2 -> BX3,   X3 -> CD


D -> YcHI

wird zu
D -> YcX4,   X4 ->→ HI


Also:


P' =
{ S -> YaX1,    Ya -> a,    X1 -> AX2,    A -> g,    X2 -> BX3,    B -> d,

  X3 -> CD,    C -> b,     D -> YcX4,    Yc -> c,    X4 -> HI,    H -> f,    I -> e}


und G' = (V', SIGMA, P', S) ist in CNF mit V' ={S, A, B, C, D, H, I, Ya, Yc, X1, X2, X3, X4}

3.2 Das Pumping-Lemma für kontextfreie Sprachen und Ogden's Lemma

Pumping-Lemma für kfS:
Sei L kfS. Dann ex. n aus N so, dass für alle Wörter z aus L mit

|z | gr.gleich n   eine Zerlegung   z = vuwxy   ex. mit

(1) |vx | gr.gleich 1

(2) |vwx | kl.gleich n

(3) uviwxiy aus L   für alle   i gr.gleich 0.

Bew:
OBdA epsilon nicht Element von L (sonst betrachte kfS L' = L \ {epsilon}).

Sei G Grammatik mit L(G) = L   und  |V | = k   in CNF, d.h. nur 

A -> BC | a   aus P. Wähle   n = 2 k+1   und   z aus L(G)  

mit |z | gr. gleich n. Dann ex. Ableitung S ->* z, also S -> A1A2 -> A3A4A5A6 ->... -> z.

Da G in CNF ist, kann man dies als
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D.h. Regeln in P für z sind: S -> A1A2,   A1 -> A3A4,   A2 -> A5A6   usw. Die Blätter des

Baums entsprechen den Buchstaben von z, z1 ist linkes Blatt, ..., zm ist rechtes Blatt.

Tiefe eines Baumes:
Größte Anzahl von Kanten zwischen Wurzel und Blatt

Tj = Tiefe eines Baumes mit mindestens j Blättern. Es gilt:

Tm gr. gleich T m/2 + 1.   Mit vollständiger Induktion folgt: Tm gr. gleich log 2 m

Da der Baum zu S ->* z   m Blätter hat, gilt wegen m gr. gleich n:

(a) Tm gr. gleich log 2 m gr. gleich log 2 n   mit   log 2 n = k+1   nach Wahl von n.



Also ex.   zj   mit einem Weg von   S   länger oder gleich   k,   etwa



S, A'1, A'2, .., A't, zj   mit t gr. gleich k. Also: A'i  aus V   für   i = 1, ..., t   und mit

S aus V   sind es mindestens   k + 1   Stück.. Also wiederholt sich eine Variable. Nenne diese A:   S ->*A ->* A ->*z,   anschaulich:
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Das erste A leitet vwx ab, das zweite A leitet w ab. Offenbar |vx | gr. gleich 1.



Der Teilbaum mit dem ersten A als Wurzel hat eine maximale Tiefe von   k + 1

und damit maximal   2 k + 1   Blätter; sei B die Anzahl der Blätter:

Mit (a) ist  log 2 B kl.gleich TA kl.gleich k + 1 , woraus folgt: B kl.gleich 2 k + 1    Es folgt:

|vwx | kl.gleich 2 k + 1 = n.   Man erhält:   S ->* uAy,   A ->* vAx   und   A ->*w,

also folgt:   uviwxiy aus L   für   i gr.gleich 0.

Bem:
Das Pumping-Lemmma für kfS reicht nicht immer aus, um nachzuweisen, dass eine

Sprache nicht kfS ist. Es ist notwendig, aber nicht hinreichend, d.h. alle kfS erfüllen es, aber

nicht alle Nicht-kfS werden dadurch erkannt.

Ogdens Lemma:
Verschärfung des Pumping-Lemmas für kfS, nicht hinreichend, aber notwendig



Für jede kfS L ex. eine Konstante n aus N so, dass für jedes z aus L mit

|z | gr. gleich n gilt:

Wenn wir in z mindestens n Buchstaben markieren, lässt sich z als

z = uvwxy schreiben mit

(1)
Mindestens 1 Buchstabe in vx ist markiert

(2)
Maximal n Buchstaben in vwx sind markiert

(3)
uviwxiy aus L   für alle   i ( 0.

Bew:
(vgl. Hopcroft S. 133) Betrachte kfG G mit L(G) = L. Wähle wie im Beweis zum

Pumping-Lemma für kfS n = 2 |V | + 1.   Sei z aus L mit |z | gr. gleich n. In z seien min.

n Buchstaben markiert. Da z aus L und G in CNF, erhält man einen Binärbaum mit

m Blättern für z = z1...zm. Färbe die Wege von der Wurzel S bis zu den markierten

Blättern und betrachte nur noch den gefärbten Baum:
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Da mindestens n Blätter markiert sind, ex. ein Blatt mit einer Tiefe größer oder

gleich |V | + 1. Also findet sich ein A aus V, das zweimal auf dem Weg zu

diesem Blatt auftaucht.
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Nun betrachten wir auch wieder die unmarkierten Wege:
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Klar:
u hat |u' | markierte Buchstaben, v hat |v' | markierte, vwx hat   |v' | + |w' | + |x'

markierte Buchstaben und y hat |y' | markierte.

Aus |v' | + |x' | ( 1
folgt:   mindestens 1 markierter Buchstabe in vx

Aus |v' | + |w' | + |x' | kl.gleich n   folgt:   maximal n markierte Buchstaben in vwx

Wegen S ->*uAy,   A ->*vAx,   A ->*w, also A ->*viAxi für i gr.gleich 0 gilt:

S ->* uviwxiy aus (SIGMA)* für alle i gr.gleich 0, d.h. uviwxiy aus L für alle i gr.gleich 0.
Bsp: Pumping-Lemma versagt, Ogdens Lemma zeigt, dass L = {aibjckdl | i = 0 oder j = k = l} nicht kfS ist.


Bew:
Pumping-Lemma:



Sei z aus L. Enthält z mindestens ein a, wähle Zerlegung z = uvwxy

mit   u = v = w = (,   x = a   und y Restwort von z. Dann ist (trotzdem) uviwxiy aus L.

Ogdens Lemma:

Sei   z = abncndn aus L.   Markiere   bcnd.   Für jede Zerlegung z = uvwxy mit

(1) vx enthält mindestens 1 markierten Buchstaben und

(2) vwx enthält maximal n markierte Buchstaben

gilt: uv²wx²y nicht aus L, da vwx nur 2 versch. Buchstaben aus {b, c, d} enth. kann.

3.3 Syntaxbaum und inhärente Mehrdeutigkeit

Syntaxbaum:
Ableitungsbaum für Wort x = x0...xn aus L (G), G ist kfG (Typ 2)



Startvariable S ist die Wurzel. Für i = 1, ..., n gilt:



Falls im i-ten Ableitungsschritt (Übergang von xi-1 nach xi) A aus V durch ein Wort

z aus (V v SIGMA)* \ {eps} ersetzt wird, d.h. A -> z1...zk = z, dann erhält A im

Baum k Söhne:
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mit zi links von zj für i < j.

Die Blätter des Baums sind die Buchstaben von x. Ist G in CNF, ist der Baum binär.

Bsp:
G = ({S, A, B}, {0, 1}, P, S) mit P = {S -> 0B | 1A,  A -> 0 | 0S | 1AA,  B -> 1 | 1S | 0BB}.


Betrachte 110010 aus L(G). Dies wird durch


(a)
Rechtsableitung erzeugt (d.h. in jedem Schritt die 'rechteste' Variable ersetzen):



S -> 1A -> 11AA -> 11A0 -> 110S0 -> 1100B0 -> 110010
oder durch


(b)
Linksableitung (die 'linkeste' Variable ersetzen):



S -> 1A -> 11AA -> 110SA -> 1100BA -> 11001A -> 110010


Der zugehörige Syntaxbaum ist:
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Da jede kfG in CNF umgeformt werden kann, kann man die entsprechenden

Syntaxbäume in Binärbäume umformen:
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Bsp:
G = ({S, A, B}, {a, b, c}, P, S) mit P = {S → aB | Ac,    A → ab,    B → bc}. L(G) = {abc}


S -> aB -> abc      oder      S -> Ac -> abc.  Ergibt verschiedene Syntaxbäume.


Hier ist Umformung möglich: P' = {S' -> abc}. Mehrdeutigkeit lässt sich nicht immer beseitigen.
Eindeutige kfG G:
Für jedes w aus L(G) ex. genau ein Syntaxbaum

Eindeutige kfS L:
Es ex. eindeutige kfG G mit L = L(G)

Inhärent mehrdeutige kfS L:
Ex. KEINE eindeutige kfG G mit L = L(G)

Satz:
L = {ambrcs | m = r oder r = s} ist kfS und inhärent mehrdeutig.


Bew:
(1)
L ist kfS, denn L = ({ambm} {c}*) v ({a}* {brcr}) mit




P = {S -> eps | a | c | A | B | AE1 | E2B,      A -> aAb | ab,

B -> bBc | bc,      E1 -> cE1 | c,      E2 -> aE2 | a}




für G mit L(G) = L.



(2)
Inhärent mehrdeutig:




Ist kfG G eindeutig, so auch G' in CNF. O.B.d.A. nehmen wir also an:




P' mit   A -> BC,      A -> a   Regeln.




Sei n gr.gleich 10 größer oder gleich der Konstanten aus Ogdens Lemma.



  I.
Betrache   z = anbncn+n! aus L   (n!/k aus N für k aus {1, ..., n}),  markiere alle n

a's. Zerlegung sei   z = uvwxy   und uviwxiy aus L   für alle   i gr.gleich 0 (nach

Ogdens Lemma).Nach Definition von L gilt:

v enthält nur a's oder

x enthält nur a's.

Sei p aus {1, ..., n}:

(a) Aus x aus {a}*
folgt:   vx = ap   und u, w aus {a}*,

aber uv²wx²y = an+pbncn+n! nicht aus L Wid!

folgt:   x nicht aus {a}*




(b) Aus x aus {b}*
folgt:   v aus {a}* mit |v | gr.gleich 1 nach Lemma,

also v = ap und x = bj. Nach Lemma gilt

für alle i gr.gleich 0:

uviwxiy = an+(i-1)pbn+(i-1)jcn+n! aus L







folgt:   j = p, also   v = ap,   x = bp,

w = aµbm  mit µ gr.gleich 0 und m aus {0,..., n-1}.




(c) Aus x aus {c}*
folgt:   v aus {a}* mit |v | gr.gleich 1, also v = ap und

x = cq, aber uv²wx²y = an+pbncn+n!+q nicht aus L Wid!







folgt:   x nicht aus {c}*




Also ex. Ableitungen

S ->* uAy,      A ->* vAx ->* viAxi,      A ->* w = aµbm
Wir erhalten Baum T1:
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Für   i = n!/p + 1   folgt:




uviwxiy = an+n!bn+n!cn+n! ( L.



Sei im weiteren N = n+n!



  II.
Betrachte nun   z' = aNbncn   mit markierten c's.Diesmal erhalten wir

Regel   B ->* vlwxl aus {b}{c}*   im Syntaxbaum.



  III.
Ann: G' ist eindeutig. 
Dann gilt:

S ->* uBByB ->* aNbNcN      mit Baum T1 und

S ->* uAAyA ->* aNbNcN      mit Baum T2,




wobei T = T1 = T2 derselbe Syntaxbaum ist.




Da   vkwxk aus {a}*{b}*   und   vlwxl aus {b}*{c}*,   gibt es keine

gemeinsamen Knoten. Anschaulich:
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d.h. es ex. eine Ableitung

S ->* t1At2Bt3   mit

A ->* vkwxk = apkaµbmbpk   bzw.   B ->* bqkbbetacmcqk   mit   k gr.gleich 0, also

S ->* t1 apk aµ bm bpk t2 bqk bbeta c( cqk t3  aus  L




Erhöht man k, erhöht sich |a | bzw. |c | um p bzw. q, aber |b | um p+q.

Da p, q gr.gleich 1, wird |b | ungleich |a | bzw. |c |. WID!

(Da das dann nicht mehr in L läge)

Es folgt: G ist nicht eindeutig und damit inhärent mehrdeutig.

3.4 Der CYK-Algorithmus

Wortproblem Aufwand:
Frage: Ist x = x1...xn aus L(G)?





Für Typ 1 – Typ 3 entscheidbar:




Typ-1-Grammatik
O(2n)
exponentiell




Typ-2-Grammatik
O(n³)
polynomial (falls G in CNF, ( nicht aus L)




Typ-3-Grammatik
O(n)
linear




CYK löst WP für kfS effizient.

Methode der Dynamische Programmierung:

Wir beginnen mit der Lösung kleiner Teilprobleme und setzen daraus die Lösung

immer größerer Probleme zusammen.

CYK-Algorithmus:
Cocke, Younger, Kasami




Frage: w aus L(G) oder w nicht aus L(G)?




Methode der dynamischen Programmierung




Gegeben: w = w1...wn aus (SIGMA)* und kfG in CNF.




Es gilt: w aus L(G) äquivalent zu S aus V 1 n ,




wobei Vij = { A aus V | A ->* wi...wj,   1kl.gleich i < j kl.gleich n}



1.
Vii = {A aus V | A ->*wi,   i = 1, ..., n}. Mit kfG in CNF gilt:




A ->* wi äquivalent zu A -> wi



Klar: Es ex. n solche Mengen mit Aufwand O(n).



2.
V i, i+1
= {a aus V | A ->* w i w i+1,   1kl.gleich i kl.gleich n-1}

= {A aus V | A -> BC aus P,  B aus Vii,   C aus V i+1, i+1,   i = 1, ..., n-1}




Denn: A ->* w i w i+1 äqu. A -> BC,   B ->*wi,   C ->* w i+1,   d.h.

B aus Vii,   C aus V i+1, i+1.   Aufwand wieder O(n).



3.
Vij = {A aus V | A ->* wi...wj,   1 ( i < j ( n}.

Davon gibt es O(n²) Mengen.Es ist

A ->* wi...wj
äquivalent zu:
A -> BC,   B ->* wi...wt,   C ->* w t+1...wj
für t aus {i, i+1, ..., j},




also A aus N ijt = {A aus V | A -> BC aus P,   B aus V it,   C aus V t-1, j},

woraus folgt:

Vij = Vereinigung t = 1, ..., j-1 N ijt   für alle 1 kl.gleich i < j kl.gleich n.



4.
Erstelle Tabelle aller Vij. Der Aufwand dafür ist O(n³) wegen obiger

Gleichung (Vij = Vereinigung Nijt).



Es ergibt sich:

S aus V 1n äquivalent: w aus L(G)

CYK-Algorithmus mit For-Schleifen
Eingabe: w = w1...wn aus (SIGMA)*




(1)
For i ( 1 to n do






Vii ( {A aus V | A -> wi aus P}

O (n)




(2)
For k ( 1 to n-1 do






for i ( 1 to n-k do


Drei For-Schleifen






begin




liefern







M ( {}


O (n³) = O (|w |³)







for j ( 0 to k-1 do







M ( (M v N i, i+k, i+j)







V i, i+k ( M






end;




(3)
If S aus V1n
then writeln ('w aus L(G)')







else writeln ('w nicht aus L(G)')
O (n)



Es folgt: Gesamtaufwand = O (n) + O (n³) + O (n) = O (n³)

Bsp: G = ({S, A, B, C}, {a, b}, P, S) mit P = {S -> AB | BC,  A -> BA | a,  B -> CC | b, C -> AB | a}.


Prüfe, ob baaba aus L(G). CYK:

	b
	a
	a
	b
	a
	

	B
	AC
	AC
	B
	AC
	

	SA
	B
	SC
	SA
	
	

	{}
	B
	B
	
	
	

	{}
	SAC
	
	
	
	

	SAC
	
	
	
	
	Aus S aus V 1n folgt: w aus L(G)


CYK-Schema:
Leichter zu merken.
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Gesucht: Inhalt X der letzten Zeile (ist S enthalten oder nicht?)


Stelle für w = w1...wn die Tabelle auf. Trage in die erste Zeile die Variablen ein, die die

entsprechenden Buchstaben w1, ..., wn ableiten. Für 1, ..., n:

Ermittle X jeweils durch Prüfen, ob V°V' aus (V x V) abgeleitet wird und wenn ja, von

welchen Variablen (von keiner: {} eintragen).

Bsp:
G = ({S, A, B, C, D, E, F, X, Y, Z}, {a, b, c}, P, S) mit


P =
{S -> AB | BZ | CZ | XA | X F | XZ | YD | YE | YZ | a | b | c,

  A -> XA | a,

  B -> BZ | YE | YZ | c,

  C -> CZ | XF | XZ | YD | b,

  D -> YD | b,

  E -> BZ,

  F -> CZ,

  X -> a,   Y -> b,   Z -> c}


Prüfe, ob (1) aab, (2) abc, (3) abbbc, (4) abbcc (5) aabbbc (6) aa (7) ab in L(G) sind.


(6) aa
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Benutze CYK-Algorithmus.

Tip:
Bei umfangreichem P schreibe auf, welche Variablen zu welcher Kombination

führen, für obiges Bsp. wäre das

Variable


Terminale

AB <- S


a <- S, A, X

BZ <- S, B, E


b <- S, C, D, Y

CZ <- S, C, F


c <- S, B, Z

XA <- S, A

XF <- S, C

XZ <- S, C

YD <- S, C, D

YE <- S, B

YZ <- S, B


Regeln, die nicht vorkommen:


S$ <- {}

$S <- {}

D$ <- {}

Z$ <- {}

F$ <- {}


mit $ aus V.

Achtung: <- ist nicht der Ableitungspfeil, sondern abkürzende Schreibweise!

3.5 Die Greibach-Normalform für kontextfreie Sprachen

Notwendig, um ein Maschinenmodell für kfS zu entwickeln.

Merke:

CNF <--> Binärbaum

GNF <--> Kellerautomat

Greibach-Normalform:
kfG G mit epsilon nicht aus L(G) und Regeln der Form





A -> a


und





A -> aB1B2...Bk 
mit   Bj aus V   für   j = 1,...,k   und k aus N.


Klar: Für k kl.gleich 1 ist G regulär.


G noch kfG, wenn k kl.gleich 2 gefordert wird.

Merke:
In jedem Ableitungsschritt wird genau 1 Terminal erzeugt.

Algorithmus kfG G wird zu kfG G' in GNF:


I.
Regeln ersetzen:


  Methode 1:
Sei A -> alpha1 B alpha2 aus P   mit A, B aus V und seien




B -> beta1, B -> beta2, ..., B -> betas
alle Regeln mit linker Seite B (B-Regeln)




Ersetze A -> alpha1Balpha2  durch A -> alpha1beta1alpha2 , ..., A -> alpha1betasalpha2 

  Methode 2:
Seien A -> Aalpha1 | ... | Aalphar   und A -> beta1 | ... | betas
, wobei




betai nicht mit A beginnt (i = 1, ..., s), alle A-Regeln.




Sei X neue Variable. Dann ersetze




A -> A alpha1 | ... | A alphar   durch




A -> beta1X | ... | betasX   und   X -> alpha1 | ... | alphar | alpha1X | ... | alpharX |


II.
Eigenschaften, die von G in CNF erfüllt werden (E1) – (E5) und die nach dem

ersten Umformungsschritt erfüllt werden (E6):

(E1/2) Für alle Regeln, die rechts mit einer Variable beginnen,


(E1) stehen rechts nur Variable


(E2) steht rechts zuerst ein A aus V = {A1, ..., Am}



(E3) Terminale kommen nur als erste Zeichen vor



(E4) Beginnt eine A-Regel rechts mit A aus V, so betginnt sie mit AkAm aus V.



(E5) In allen B-Regeln stehen rechts nur Variable.



(E6) Für alle Regeln   Ai -> Aj gamma   ist   j > i.

Bsp:
G = ({S, A, B}, {a, b}, P, S) mit P = {S -> AB,   A -> b | BS,   B -> a | SA } ist in CNF.


G' hat die Regeln:

	(1) A -> b
	(9)  A -> bBAXS
	(17) X -> bBASBBA

	(2) B -> a
	(10) S -> bB
	(18) X -> aSBBA

	(3) B -> bBA
	(11) S -> aXSB
	(19) X -> bBAXSBBA

	(4) B -> aX
	(12) S -> bBASB
	(20) X -> bBBAX

	(5) B -> bBAX
	(13) S -> aSB
	(21) X -> aXSBBAX

	(6) A -> aXS
	(14) S -> bBAXSB
	(22) X -> bBASBAX

	(7) A -> bBAS
	(15) X -> bBBA
	(23) X -> aSBBAX

	(8) A -> aS
	(16) X -> aXSBBA
	(24) X -> bBAXSBBAX


Reduzierte und separierte Grammatik:
Keine (-Regeln und keine Kettenregeln

(d.h.   A -> B   für A, B aus V) vorhanden.

Andere Schreibweise:
Betrachte Regel als Abbildung. Kurze Schreibweise für





A -> alpha1 | ... | alphak   ist   A = alpha1 + ... + alphak
(d.h. A bildet ({alpha1} v ... v {alphak}) ab)

Bsp:
(vgl. oben)


S = AB,   A = b + BS,   B = a + SA


Bezeichne    W = (S, A, B)   und    C = ({}, b, a)   als Vektor und





{}
{}
A



D =
B
{}
{}
als Matrix




{}
S
{}


mit   {}X = X{} = {}   für   X aus (V v SIGMA)*. Dann gilt:



W = C + WD, also
(S, A, B) D = (AB, BS, SA).


Dies umfasst alle Regeln.

Summenschreibweise für kfG H ist die umgeformte kfG G in CNF:


G = (V, SIGMA, P, S) mit V = {A1, ..., An} mit A1 = S. Seien alpha1, ..., alphar   die rechten

Seiten einer Ai-Regel (i = 1, ..., n   und   r   abhängig von   i). D.h. es ex.

Formale Summe


Ai =  alpha1+ ... +alphar = ci + Wi   mit   ci Terminal   und   Wi Variable,   i = 1, ..., n.


Für jedes Ai aus V gibt es eine solche Gleichung. Für den Vektor W = (A1, ..., An) fasse

diese Gleichungen zu Matrixgleichung zusammen:


W = C + WD,

wobei C = (a1, ..., an) mit Buchstaben aus SIGMA oder {}, D ist nxn-Matrix mit formalen

Summen von Wörtern in V* als Einträge.

Die Leere Summe {}

ist zugelassen.

Rechte Seite der Gleichung einsetzen ergibt:

W = C + (C + WD)D = C + CD + WD² ...

Mit Induktion erhalten wir:

W = C + CD + ... + CDk-1 + WDk
Sei   Gk   die hierzu entsprechende Grammatik, also   L(G) = L(Gk)   für alle k gr.gleich 1.


sei Gk' die Grammatik mit W = C + CD + ... + CDk-1, d.h.


L(Gk') enthalten in L(Gk) = L(G)


Führe n² neue Variable ein:   Yij   mit   1kl.gleich i, j kl.gleich n   in Matrixform:



Y = (Yij)1 kl.gleichi, jkl.gleichn

Hiermit bilde die Grammatik H wie folgt:



W = C + CY



Y = D + DY


Die Grammatik Hk enspreche der Darstellung



W = C + CD + ... + CDk-1 + CDk-1Y



Y = D + DY


Offensichtlich gilt:   L(Hk) = L(H).   Andererseits:



L(Gk') enthalten in L(Hk) = L(H)


Insgesamt gilt damit: L(G) = L(H), denn:



Wie gesehen gilt:



Aus W = C + WD (aus L (G)) = ... = C + CD + ... + CDk-1 + WDk (aus L(Gk))

folgt:   L(G) = L(Gk)



Weiter gilt:



W = C + CY = ... = C + CD + ... + CDk-1 + CDk-1Y



Y = D + DY



   aus L(H)


aus L(Hk)



Es folgt:   L(H) = L(Hk)



Und weiter:



L (Gk') enthalten in L (Hk) = L(H)



Sei x aus L(G) gegeben mit |x | = k. Dies wird erzeugt durch



W = C + CD + ... + CDk-1,

nicht durch W = WDk

(da es sonst länger wäre)

D.h. es gilt:

x aus L(G)
äquivalent:
x aus L(Gk')

Genauso erhält man:
x aus L(Gk')
äquivalent:
x aus L (H),

also folgt mit x aus L(G) äquivalent: x aus L(H), dass

L(G) = L(H)

GNF:
Zu jeder kfG G mit ( nicht aus L(G) ex. eine GNF G' mit L(G) = L(G'), ferner gilt:


A -> aB0...Bk   mit   k kl.gleich 1, d.h.
A -> a | aB0 | aB0B1.


Bew:
Schreibe G in der Form    A = B + AD   und H als

A = B + BY (erfüllt die Forderung bereits)  und   Y = D + DY (noch zu untersuchen)

Es ist D = (dij) mit


{}

dij
=






Summe t aus Iij At


Wie gezeigt ist L(G) = L(H).



O.B.d.A. G in CNF. Es folgt, dass die Einträge in D die formale Summe oder {}

sind.
Die Einträge von B sind formale Summe von Terminalen, woraus folgt, dass

A = B + BY   in GNF ist, wobei rechts (in Y) max eine Variable steht.

Seien D (i) und Y (i) die i-ten Zeilen von D bzw. Y:

D (i) = (di1, ..., din) und Y (i) = (yi1, ..., yin),

wobei n = |V |, V = {A1=S, A2, ..., An} und dij = Summet = 1,..., n At CHIIij (t) mit




(
für t aus Iij
CHIIij (t)
=





{}
für t nicht aus Iij


Schreibe dij demnach wie folgt:






CHIIij (1)


CHII11 (1)  ... CHII1n (1)



dij =
(A1, .., An)
   ...

= (A1, ..., An)
   
...







CHIIij (n)


CHIIn1 (n) ...  CHIInn (n)



Da alle Einträge in D mit einer A-Variablen beginnen, ex. nxn-Matrizen Ti mit

D (i) = ATi  für  i = 1, ..., n  mit  A = (A1, ..., An). Die Ti -Einträge sind nur ( oder {}.

Aus   Y = D + DY   folgt:

Y (i) = D (i) + D (i)Y = ATi + ATiY   mit   i = 1, ..., n.

Damit sind die Regeln von H

A = B + BY oder

Y (i) = ATi + ATiY

(in Y steht max. eine Variable, B besteht nur aus Terminalen).

Mit Methode 1 kann man

Y (i) = ATi + ATiY durch

Y (i) = BTi + BYTi + BTiY + BYTiY

ersetzen, wobei   yij {} = {}.   Es gilt für

BTi, dass b asu SIGMA ist und Ti ( oder {} ist, insgesamt also b aus SIGMA,

BYTi + BTiY, dass es in GNF ist

BYTiY, dass maximal 2 Variable enthalten sind.

Man erhält damit:

(*)
A = B + BY


Y (i) = BTi + BYTi + BTiY + BYTiY   mit   i = 1, ..., n

für die Grammatik H'. Dann gilt:

L(H') = L (H) = L(G)

Da in Ti nur ( oder {} stehen, bilden die Einträge von YTi, TiY und YTiY formale

Summen, in denen jeder Summand maximal 2 Variable enthält. D.h.

Y (i) = BTi + BYTi + BTiY + BYTiY

hat die gewünschte GNF, da B Summen von Terminalen enthält.

3.6 Kellerautomaten

Idee:
Linksableitungen für kfG in GNF hat nach   i   Schritten   x1...xi    abgeleitet.

Also gibt es   A -> a alpha,   wobei   a   i-ter Buchstabe ist. Kommt keine Variable mehr, ist die

Ableitung zuende. Dies entspricht NKA (d.i. um Keller erweiterter NFA; Keller ist eine Art

von Speicher) mit LIFO (Last In, First Out).

Anschaulich:
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	A
	Keller (Variable)

	
	
	
	
	
	
	
	
	(
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	#
	


NKA:
Nichtdeterministischer Kellerautomat M = (Z, SIGMA, GAMMA, delta, z0, #), wobei


Z
endliche Zustandsmenge


SIGMA
endliches Eingabealphabet


GAMMA
endliches Kelleralphabet


delta: Z x (SIGMA v {eps}) x GAMMA -> ( (Z x (GAMMA)*)
Überführungsfunktion


z0 aus Z

Startzustand und


# aus GAMMA
unterstes Kellerzeichen


Arbeitsweise:
Für z aus Z, a aus (SIGMA v {eps}) und A aus GAMMA.

M liest in z Eingabezeichen a, oberstes Kellerzeichen ist A. Dies definiert die

Menge delta (z, a, A):
(z', B1...Bk) aus delta (z, a, A)

d.h.
M geht beim Lesen von   a   von   z   in   z'   über und   A   wird

im Keller durch   B1, ..., Bk   ersetzt.




# entspricht dem Startsymbol S
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Spontaner Übergang:
Statt a aus SIGMA wird ( gelesen,

d.h.   (z', B1...Bk) aus delta (z, eps, A),   also:

M geht von z in z' über und B1...Bk ersetzt A, ohne ein Zeichen zu lesen.

Akzeptiertes Wort:
x aus (SIGMA)*, wenn nach Abarbeitung der Keller leer ist, d.h.




(z0, x, #)┠━* (z', (, #)┠━ (z, eps, eps), also:

(z, (, () wird erreicht

Konfiguration:
k aus Z x (SIGMA)* x GAMMA, etwa k = (z, a1...an, A1...Am)

Relation ┠━ :
k┠━ k' mit k' = (z', b1...bn', B1...Bm')



Für z, z' aus Z, a aus (SIGMA v {(}), w aus (SIGMA)*, A aus GAMMA und gamma, gamma' aus

(GAMMA)* definiert man



(z, aw, Agamma)┠━ (z', w, gamma' gamma)
:äquiv.
delta (z, a, A) = (z', gamma')



bzw.



(z, aw, Agamma)┠━ (z', aw, gamma' gamma)
:äquiv.
delta (z, eps, A) = (z', gamma')



┠━ = {(k, k') | k┠━ k'} und



┠━ 0 = {(k, k') | k ist Konfiguration} identische Menge



┠━ n = {(k, k') | ex k1, ..., kn-1 so, dass k┠━ k1, k1┠━ k2, ..., kn-1┠━ kn}



┠━* = Vereinigung n ( 0 ┠━ n


Es gilt: k┠━ k'
   äquiv. Ex. C1, ..., Cj mit:






(1) Aus (z', C1...Cj) aus delta (z, a1, A1)

folgt:   a2...an = b1...bn' und C1...CjA2...Am = B1...Bm'




oder
(2) Aus (z', C1...Cj) aus delta (z, eps, A1)

folgt:   a1...an = b1...bn' und C1...CjA2...Am = B1...Bm'
Akzeptierte Sprache:
N(M) = {x aus (SIGMA)* | (z0, x, #)┠━* (z, eps, eps) für ein z aus Z}, d.h.




x aus N(M) äquivalent zu:


Ex. n aus N und Konfigurationen   Kj   (j = 0, ..., n)   mit






K0 = (z0, x, #)   und   Kn =(z, (, ()   für   z aus Z,   so dass






K0┠━ K1, ..., Kj┠━ Kj+1, ..., Kn-1┠━ Kn
Bsp:
L = {w$wT | w = w1...wn,   wT = wn...w1   mit   wi aus {a, b}}




kann von M = ((z0, z1), {a, b, $}, {#, A, B}, delta, z0, #) erkannt werden,

wobei delta wie folgt definiert ist:

delta (z0, a, #) = (z0, A#)

delta (z0, b, #) = (z0, B#)

delta (z0, a, A) = (z0, AA)

delta (z0, b, A) = (z0, BA)

delta (z0, a, B) = (z0, AB)

delta (z0, b, B) = (z0, BB)

Übergang von z0 in z1:

delta (z0, $, #) = (z1, #)


delta (z1, a, A) = (z1, ()

delta (z0, $, A) = (z1, A)


delta (z1, b, B) = (z1, ()

delta (z0, $, B) = (z1, B)


delta (z1, (, #) = (z1, ()




Erklärung:




Solange nicht # gelesen wird, wird auf den Keller geschrieben. Beim Lesen

 von $ Zustandswechsel, dann löschen und so Rest der Eingabe mit Keller

vergleichen, z.B. ba$ab aus N(M):

(z0, ba$ab, #)┠━ (z0, a$ba, B#)┠━ (z0, $ab, AB#)┠━ (z1, ab, AB#)

┠━ (z1, b, B#)┠━ (z1, eps, #)┠━ (z1, eps, eps)

	
	b
	a
	$
	a
	b

	
	( z0
	( z0
	( z1
	
	

	
	NKA
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Algorithmus kfG G in GNF wird zu NKA M:


Gegeben: G = (V, SIGMA, P, S)


Definiere M = (Z = {z0},   SIGMA,   GAMMA = V,   delta,   z0,   # = S)   und

delta (z0, a, A) = {(z0, gamma) | A → a gamma aus P}.


Zu zeigen:
Ex. Linksableitung S ->* w1...wi A1...Am    der Länge   i




äquivalent




NKA M kann   w1...wi   lesen und erzeugt dabei   A1...Am   im Keller


Bew:
Induktion nach i.   i = 0 trivial,   i gr.gleich 1:



S -> i w1...wi A1...Am
äquiv.
Ex. A' aus V, r aus {1, ..., m} mit 

S -> i-1 w1...wi-1 A'Ar...Am -> w1...wi A1...Am


äquiv. I.V.
Ex. A' aus V, r, aus {1, ..., m} mit




M kann   w1...wi-1   lesen, erzeugt dabei   A'Ar...Am   im Keller

und ex. Regel A' -> wi A1...Ar-1 aus P



Def. NKA



äquiv.
M kann   w1..wi   lesen und erzeugt dabei   A1...Am   im Keller



Also: w aus L(G)

äquiv:
w aus N(M)



Falls ( aus L, kann man dies geeignet einbringen durch

S -> eps   bzw.   (z0, eps, #)┠━ (z, eps, eps)

Algorithmus NKA M wird zu kfG G:


Gegeben: M = (Z, SIGMA, GAMMA, delta, z0, #)


Konstruiere daraus   G = ((({S} v Z x ( x Z)),   SIGMA,   P,   S)   mit   P   wie folgt:

· S -> (z0, #, z)
für alle   z aus Z

· (z, A, z') -> a,
falls   (z', eps) aus delta (z, a, A)

· (z, A, zm+1) -> a (z1, B1, z2)...(zm, Bm, zm+1)
für alle   z2,..., zm+1,

falls   (z1, B1...Bm) aus delta (z, a, A)


Zu zeigen:
(z, A, z') ->* x
äquivalent:
(z, x, A)┠━* (z', eps, eps),   A aus GAMMA

Bew:
Induktion nach n = Anzahl der Ableigungs-/Konfigurationsschritte



n = 1
Für alle a aus (SIGMA v {eps}) gilt:



(z, A, z') → a aus P



äquiv. Def. P

(z', eps) aus delta (z, a, A)



äquiv. Def Konfig.
(z, a, A)┠━ (z', eps, eps)



Mit   A = #   folgt   a aus N(M)



Also für n = 1: x aus L(G) äquiv. x aus N(M)



n: > 1
Mit x = x1y aus (SIGMA)*   (x1 aus SIGMA, y aus (SIGMA)*)gilt:



(1) I.V. Aus 
(z, x, A)┠━ n (z', eps, eps)

folgt:
(z, A, z') ->* x



   I.Schritt:
(z, x, A)┠━ n+1 (z', eps, eps).

Dann ex. Zwischenkonfigurationen K1, ..., Kn zwischen

K0 = (z, x, A) und Kn+1 = (z, eps, eps) mit

K0┠━K1┠━ ...┠━ Kn+1


   Mit x = x1y:

Falls K0┠━K1 gilt, gilt für geeignete C1, ..., Cm aus GAMMA und z1 aus Z mit

(z1, C1...Cm) aus delta (z, x1, A):

K1 = (z1, y, C1..Cm) mit

(z1, y, C1..Cm)┠━ n (z', eps, eps).   y = w1...wm   mit   wj aus (SIGMA)* geeignet zerlegt, ergibt nach I.V.

Aus (zj, wj, Cj) ┠━ (n (zj+1, eps, eps)




folgt: I.V. (zj, Cj, zj+1) ->* wj oder (z1, C1, z2) ... (zm, Cm, zm+1) →*y, also




x1 (z1, C1, z2) ... (zm, Cm, zm+1) ->*x

(2) I.V.
(z, A, z') → n x
äqu.
(z, x, a)┠━* (z', eps, eps)



   I.Schritt:
(z, A, z') -> n+1 x.





Dann ex. z' = zm+1 aus Z und erster Ableitungsschritt

(z, A, z') -> x1 (z1, B1, z2) ... (zm, Bm, z')

Also ist (z1, B1...Bm) aus delta(z, x1, A). Weiter gilt:

(z, A, z') -> x1 (z1, B1, z2) ... (zm, Bm, z') -> ( n x1y

Zerlegung   y = w1...wm   wie in (1) ergibt:

Aus (zj, Bj, zj+1) -> ( n wj




folgt: I.V. (zj, wj, Bj)┠━* (zj+1, eps, eps)   mit leerem Keller am Ende der Rechg.



d.h.
(zj, wj, Bj...Bm)┠━* (zj+1, eps, Bj+1...Bm), also schließlich





(z1, w1...wm, B1...Bm)
┠━* (z2, w2...wm, B2...Bm)








┠━* (z', eps, eps)
mit z' = zm+1



Wegen   (z1, B1...Bm) aus delta (z, x1, A)   ist

(z, x, A)┠━ (z1, w1...wm, B1...Bm)

Es folgt:
(z, x, A)┠━* (z', eps, eps)



Aus (1), (2) folgt: L(G) = N(M)



Anschaulich:
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3.7 Abschlusseigenschaften für kfS

EXKURS:
Abschlusseigenschaften reguläre Sprachen:


Aus A, A1, A2 aus L reg
folgt:

· A1A2 aus L reg,

· A* aus L reg,

· (A1 v A2)aus L reg,

· Aquer aus L reg

· A1 geschnitten A2 aus L reg
	


Abschlusseigenschaften Lkf:
Lkf ist abgeschlossen unter






Vereinigung






Konkatenation (Produkt)






Stern (Potenz)





Lkf ist NICHT abgeschlossen unter






Schnitt und Komplement


Bew:
Seien L1, L2 aus Lkf und ferner G1 und G2 kfG zu L1 und L2.



(1)
Vereinigung:

G = ((V1 v V2 v {S}),   SIGMA,   (P1 v P2 v {S -> S1, S -> S2}),   S)

mit L(G) = (L1 v L2)


(2)
Konkatenation:




G = ((V1 v V2 v {S)},   SIGMA,   (P1 v P2 v {S -> S1S2}),   S)




mit L(G) = L1L2


(3)
Stern:




G = ((V1 v {S}),   SIGMA,   (P1 v {S -> ( | S1 | S1S1}) \ {S1 -> eps},   S)




mit L (G) = Vereinigung n grlgleich 0 L1n = L1* = L* (G) und L0 = {eps}



(4)
Gegenbeispiel Schnitt:

L1 = {anbncm | n, m > 0} und L2 = {ambncn | m, n > 0}

sind kfS mit Grammatiken

G1 mit
   S1 -> A1B1,   A1 -> a | aA1,   B1->  bc | bB1   für L1 und

G2 mit
   S2 -> A2B2,   A2 -> ab |aA2,   B2 -> c |cB2   für L2.

Aber:

L1 geschnitten L2 = {anbncn | n > 0} ist nach Pumping-Lemma nicht kf



(5)
nicht-komplement-abgeschlossen:




Da kfS nicht abgeschlossen sind unter Schnittbildung, kann nach

de Morgan auch komplement-abgeschlossen nicht gelten wegen:

nicht(nichtL1 v nichtL2) = L1 geschnitten L2
Satz:
Ist L2 kfS und L3 regulär, so ist der Schnitt L2 geschnitten L3 kontextfrei.


Bewidee:
Sei   M1 = (Z1, SIGMA, GAMMA, delta1, z01, #)   NKA für L2 und




M2 = (Z2, SIGMA, delta2, z02, E)   DFA für L3 mit

delta2 (z, eps) = z   für alle   z aus Z2 

Konstruiere NKA M = (Z = Z1 x Z2, SIGMA, GAMMA, delta,  z0 = (z01, z02),   #)

mit N(M) = L2 geschnitten L3,

wobei für  delta: Z x ((SIGMA v {(})) x GAMMA -> P (Z x (GAMMA)*)

gilt:

(1) Für gamma ungleich eps:

    ((z1', z2'), gamma) aus delta ((z1, z2), x, A) äquiv. (z1', gamma) aus delta1 (z1, x, A) und






z2' = delta2 (z2, x) aus E




(2) Für gamma = eps:

((z1', z2'), eps) aus delta ((z1, z2), x, A) äquiv. (z1', eps) aus delta1 (z1, x, A) und







z2' = delta2 (z2, x) aus E




Bew für x aus N(M) äquiv. x aus (T(M2) geschnitten N(M1)):

"folgt"
Bestimmme geeignete Konfigurationsfolge mit K0 = (z0, x, #)





Kn = (z, eps, eps),   wobei z = (z', z'')   mit   z'' aus E   und

(z01, x, #)┠━* (z', eps, eps)




"umgekehrt"
Bestimme Konfigurationsfolge bzgl. M1 mit

(z01, x, #)┠━* (z, eps, eps)   und

Zustandsfolge bzgl. M2 mit

zj = delta2(zj-1, xj)   mit   zm aus E,   j = 1, ..., m




[...] Es ergibt sich letztendlich:

((z01, z02), x, #)┠━* (z, eps, eps)   mit   z = (z', zm).




(De Morgan)





















































































































































