4. Deterministisch kontextfreie Sprachen

4.1 Grundlagen

Deterministischer Kellerautomat
DKA M mit folgender Eigenschaft

für alle   z aus Z,   a  aus SIGMA  und   A aus GAMMA:

|delta (z, a, A) | + |delta (z, eps, A) | kl.gleich 1, d.h.

keins davon oder genau eins ist definiert, also falls

delta (z, a, A) definiert ist, ist delta (z, (, A) nicht definiert und

umgekehrt.





delta ist also partiell mit
(v – vereinigt)
delta: Z x (SIGMA v {(}) x GAMMA → Z x (GAMMA)*

Deterministisch kontextfreie Sprache:
Von DKA erkannte Sprache L aus LR = Ldetkf
Akzeptanzvarianten:
Sprache wird akzeptiert durch




(1)
leeren Keller, also

N(M) = {x aus (SIGMA)* | (z0, x, #)┠━* (z, eps, eps) für ein z aus Z},

d.h. x wird akzeptiert, wenn nach der Berechnung der Keller leer ist

(alle Buchstaben wurden gelesen)




(2)
akzeptierende Zustände.   F, Teilmenge von Z, ist Menge aller

akzeptierenden Zustände, also

MF = (Z, SIGMA, GAMMA, delta, z0, #, F), d.h.

N(MF) 

          = {x aus (SIGMA)* | (z0, x, #) ┠━* (z, eps, gamma) für z aus F und gamma aus (GAMMA)*}

Bew
für N(M) = N(MF)



I.
Gegeben: MF = (Z1, SIGMA, GAMMA1, delta1, z01, #, F).




Konstruiere

MK.leer = (Z1 v {z02, ze},   SIGMA,   GAMMA1 ({#2},   delta2,   z02,   #2)

mit delta2 wie folgt:

- delta2 (z02, eps, #2) = {(z01, # #2)}   und

  delta2 (z02, a, A) = {}
für alle a aus SIGMA

- delta2 (z, a, A) enthält delta1 (z, a, A)
mit z aus Z1,

a aus (SIGMA ( {(}) und 

A aus GAMMA1
- (ze, eps) aus delta2 (z, eps, A)
für z aus F

und A aus (GAMMA2 = GAMMA1 v {#2})

- (ze, eps) aus delta2 (ze, eps, A)
für A aus GAMMA2   (leert den Keller)



II.
Gegeben KA MK.leer 'leerer Keller'.

Konstruiere MF mit F.




Lege auf dem Boden des Kellers eine Markierung ab, die nur am Ende

einer Rechnung gelöscht werden kann.

Dort wechselt MF in akzeptierenden Zustand aus F.

Normalform für DKA:
DKA akzeptiert Wörter mit akzeptierenden Zuständen aus F

und erfüllt:

(1)
Aus delta (z, a, A) = (z', gamma)   für a aus (SIGMA v {eps})


folgt
gamma aus {eps, a, BA} für B aus GAMMA


Anschaulich:
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(2)
DKA liest jedes Wort x aus (SIGMA)* vollständig.






Bedeutet:






x = x1...xn wird auch bis xn gelesen, wenn es nicht

akzeptiert wird. delta ist vollständig definiert, d.h.

|delta (z, a, A) | + |delta (z, eps, A) | = 1,






also falls delta (z, a, A) definiert ist, ist delta (z, eps, A) nicht

definiert und umgekehrt, mindestens eins davon ist aber

definiert.

Satz:
Jeder DKA M kann in Normalform gebracht werden.

Sprachklasse der det. kfS
ist LR = LDKA   mit
Lreg Element von LR echt enthalten in Lkf






WP
O (n)

O (n³)





LR ist sehr wichtig für Programmiersprachen





LR ist gegenüber Lkf = L2 zusätzlich

abgeschlossen unter Komplementbildung:

Bewidee: M mit Z, F akzeptiert L. Die akzeptierenden Zustände

von (nichtM) seien (nichtF) = Z \ F. Dann Konstruktion und

N(M) = N(nichtM)

4.1 Übung: Deterministische kontextfreie Sprachen

Satz:
Zu jedem DKA M mit F und Sprache N(M) kann DKA M' gefunden werden,


mit N(M') = N(M) und für delta' gilt:



Aus delta' (z', a, A) = (z'', gamma)   für   a aus (SIGMA v {eps})

folgt
|gamma | kl.gleich 2


Bew:
Gegeben: M = (Z, SIGMA, GAMMA, delta, z0, #, F)



Konstruiere M' =(Z', SIGMA, GAMMA, delta', z0', #', F) mit





Z' = (Z v {z1, ..., zm-1})



1. Fall:

|gamma | kl.gleich 2



delta' (z, a, A) = delta (z, a, A),

falls delta (z, a, A) = (z', gamma) mit |gamma | kl.gleich 2 definiert ist.

2. Fall:

|gamma | > 2

Dann gilt für delta (z, a, A) = (z', gamma):

( = A1...Am   mit   m > 2,   Ai aus GAMMA

Definiere nun (' durch

(1)
delta' (z, a, A) = (z1, Am-1Am)

(2)
delta' (z, a, A) = (z2, Am-2Am-1)

(3)
delta' (z, a, A) = (z3, Am-3Am-2)



...

...

(m-1)
delta' (z, a, A) = (zm-1, A1A2)

wobei zm-1 = z'

4.2 LR(0)-Grammatiken und deterministische Kellerautomaten (DKA)

Name:
LR(k)
Wort wird von Links nach Rechts gelesen, dabei immer Rechtsableitung

benutzen und die k letzten Buchstaben eines Wortes betrachten

Übersicht:

	
	dkfS
	kfS

	Maschine
	DKA
	NKA = KA

	Grammatik
	LR(k)
	kfG

	Aufwand WP
	O (n) Linearzeit
	O (n3) kubisch mit CYK

	komplementabgeschlossen
	ja
	nein


Syntaxanalyseproblem:
Für Grammatik und Wort entscheiden, ob w aus L(G) und ggf.

Syntaxbaum für w bzgl. G erzeugen.

Satz:
L dkfS echt enthalten in L kfS
Satz:
L reg echt enthalten in L dkfS

Bsp:
{anbn | n gr. gleich 1} = L aus L dkfS, denn DKA mit delta wie folgt erkennt L:




delta (z0, a, #) = (z1, #)



delta (z1, a, #) = (z1, ##)

akzeptiert durch 'leeren Keller'



delta (z1, b, #) = (z1, eps)

aber L nicht Element von L reg bekanntermaßen (Pumping-Lemma)

Präfix-Eigenschaft
einer Sprache L: Falls für w aus L kein echtes Präfix von w in L liegt.


Bsp:
Sei $ nicht Element von L. Dann ist l$ := {x$ | x aus L} präfixfrei.

Element
bzgl. der kfG G ist eine Produktion mit genau einem Punkt rechts.

Für   B -> eps   ist z.B.   B -> Punkt   das Element.


Bsp:
Für kfG G mit   S' -> Sc;   S -> SA | A;   A -> aSb | ab   sind die Elemente



S' -> Punkt sc,

S -> Punkt SA,

A -> Punkt aSb,



S' -> S Punkt c,

S -> S Punkt A,

A -> a Punkt Sb,



S' -> Sc Punkt,

S -> SA Punkt,

A -> aS Punkt b,






S -> Punkt A,

A -> aSb Punkt






S -> A Punkt,

A ->  Punkt ab,









A -> a Punkt b
und









A -> ab Punkt .

Rechtsableitung:
r->*   bzw.   r->   bezeichne Rechtsableitungen bzw. einzelne Schritte in

Rechtsableitungen.

Rechtssatzform:
Satzform, die mit einer Rechtsableitung hergeleitet werden kann


Bsp:
Für S r->* deltaAw r-> delta beta w   ist   delta beta w   eine Rechtssatzform mit

w aus (SIGMA)*.

Handle

oder Schlüssel einer Rechtssatzform gamma für eine kfG ist eine Teil-Zeichenkette

beta, so dass
S r->* deltaAw r-> delta beta w   mit

gamma = S r->* deltaAw r-> delta beta w   gilt.



D.h. der Handle einer Rechtssatzform gamma ist eine Teil-Zeichenkette, die beim

letzten Schritt einer Rechtsableitung von gamma ausgeführt werden könnte, also die

rechte Seite einer Produktion von G.

Lebensfähiges Präfix
einer Rechtssatzform gamma ist jedes Präfix von gamma, das nicht weiter

rechts endet als das rechte Ende eines Handles von gamma.


Bsp:
Sei   S' r->* SAc r-> SaSbc,   wobei   A -> aSb als Regel existiert. Dann ist der

Handle von SaSbc gleich aSb.

Die lebensfähigen Präfixe von aSb sind eps, S, Sa, SaS und SaSb für die

Rechtssatzform SaSbc und ihren Handle aSb. Oder anders ausgedrückt:



Für S r->* deltaAw r-> delta beta w   ist delta beta  ein lebensfähiges Präfix.

Gültiges Element
A -> alpha Punkt beta für lebensfähiges Präfix gamma, wenn Rechtsableitung

S r->* deltaAw r-> delta alpha beta w   ex. und der Handle

gamma = delta alpha   ist.

Merke:
So kann man rückwärts eine Rechtsableitung finden, wenn man weiss, welche

Elemente gültig für ein lebensfähiges Präfix sind.

Damit findet man den Syntaxbaum.

Vollständiges Element von G, wenn der Punkt das am weitesten rechts stehende Zeichen ist.


Bsp:
Ist   A -> alpha Punkt   vollständiges und für gamma gültiges Element, ist scheinbar

A -> alpha als letzter Schritt gbenutzt worden und die vorhergehende Rechtssatzform

in der Ableitung von gammaw war deltaAw:   deltaAw r-> gammaw   mit

gamma = delta alpha.

LR(0)-Grammatik:
(intuitiv) In jeder Situation ist deltaAw wirklich die vorherige Rechtssatzform

für gammaw. Dann können wir mit einer Zeichenketten x aus L(G) aus

Terminalen beginnen, die also Rechtssatzform von G ist (wg S r->* x) und

rückwärts zur vorigen Rechtssatzform kommen, bis wir zu S gelangen.


Bsp:
(vgl. G mit S' -> Sc,   S -> SA | A,   A -> aSb | ab)



Rechtssatzform abc:

S' r->* Ac r-> abc

mit Handle ab.



Lebensfähige Präfixe:
eps, a und ab.



Das gültige Element für eps ist A -> Punkt ab, da eps = eps eps,



Ac r-> abc
äqu.
epsAc r-> eps eps abc

und   gamma = eps gilt.

Das gültige Element für a ist   A -> a Punkt b, da   delta a = gamma   mit   delta = eps  

und   gamma = a.

Das gültige Element für ab ist A -> ab Punkt , da   delta ab = gamma   mit

delta = eps. Dies ist vollständiges Element.

Vorbemerkung:
Definition und Methode, L(G) für LR(0)-Grammatik durch DKA zu

akzeptieren, hängt von der Kenntnis der Menge gültiger Elemente für

jedes lebensfähige Präfix ab. Für jede kfG ist die Menge der

lebensfähigen Präfixe regulär.




NFA M = (Z,   (V v SIGMA v {eps}),   delta,   q0,   F = Z),   der die

lebensfähigen Präfixe für kfG G = (V, SIGMA, P, S) erkennt, wobei




Z = ({Elemente von G} v {q0})   mit   |Z \ q0 | = 3 ( |P |   für G in GNF




delta wie folgt:




(1)
delta (q0, eps) = {S -> Punkt alpha | S -> alpha aus P}


nichtdeterministisch




(2)
delta (A -> alpha Punkt B beta, eps)

 = {B -> Punkt gamma | B -> gamma aus P}

(3)
delta (A -> alpha Punkt x beta, x)

 = {A -> alpha x Punkt beta}






x aus (V v SIGMA v {eps})

Satz:
Für NFA M wie oben mit erweiterter Funktion delta- gilt:


A -> alpha Punkt beta aus delta- (q0, gamma)  äquiv:  A -> alpha Punkt beta   ist für gamma gültig

Satz:
Obiger NFA M liefert einen DFA, dessen Zustände Mengen I1, ..., Im sind. Diese Mengen Ij
entsprechen lebensfähigem Präfix gamma, so dass das Element aus Ij für gamma gültig ist.

Merke:
Ist   G   LR(0)-Grammatik,   so gibt es in jeder Menge   Ij   mit   j = 1, ..., m   

maximal ein vollständiges Element.

LR(0)-Grammatik:
kfG G mit den Eigenschaften:




(1)
Startsymbol S steht nicht auf der rechten Seite der Produktionen




(2)
Für jedes lebensfähige Präfix gamma von G gilt:





Ist   A -> alpha Punkt   vollständiges und für gamma gültiges Element,

dann gibt es kein anderes vollständiges Element und kein Element mit

einem Terminal rechts des Punktes, das für gamma gültig ist.

LR(0)-Grammatik wird zu DKA:
Neue Notation für Konfigurationen:






vorher: (z, w, gamma) entspricht

	gamma1

	(

	gammak







jetzt: [z, w, gamma] entspricht

	gammak

	(

	gamma1




für gamma = gamma1...gammak aus (GAMMA)* und z aus Z, w noch nicht

gelesenes Eingabewort

Satz:
LR(0)-Grammatik eindeutig, da Konfigurationsfolge eindeutig. Die Sprache hat

deswegen auch Präfix-Eigenschaft.

DKA wird zu LR(0)-Grammatik:
M = (Z, SIGMA, GAMMA, delta, z0, S0,{}) 'leeres Band'



G = (V, SIGMA, P, S) mit



V = [{S} v {[z' x z''] | z', z'' aus Z, x aus GAMMA}

 v {A z''ay | z'' aus Z, a aus (SIGMA v {eps}), y aus GAMMA}]



und P:



(1)
S -> [z0, S0z']   für alle z' aus Z



(2)
Falls   delta (z'', a, y) = (z', eps),   gibt es   [z'' y z'] -> Az'' a y   in P



(3)
Falls   delta (z'', a, y) = (z', x1...xk)   für   k ( 1,

existiert Zustandsfolge   z2,..., zk+1   mit:

[z'' y zk+1] -> A z'' a y [z1 x1 z2] ... [zk xk zk+1]

(1) – (3): GNF



(4)
A z'' a y -> a
für alle z'', a, y wie oben entspricht

 r->* w in Rechtssatzform (wobei ( nur aus Variablen besteht)

Bsp:
Rechtsableitung in G mit Start   S -> [z0 S0 p]   für   p aus Z. Sei   delta (z0, a, S0) = (r, xyz).

Dann gilt nach (3):


[z0 S0 p] -> A z0 a S0 [r x p1] [p2 y p3] [p3 z p]   für p2, p3 geeignet.


Sei   [p3 z p] r->* w aus (SIGMA)*.   Dann kann man fortsetzen:


S r->* A z0 a S0 [r x p2] [p2 y p3] w r-> A z0 a S0 [r x p2] A p2 b y [u v nü] [nü w p3] w



r->* ax1bx2x3w,   falls   delta (p2, b, y) = (u, v, w)   gilt.

Die Bewegung von M ist hierbei für

[r x p2] ->* x1,   [u v nü] ->* x2   und   [nü w p3] ->* x3

wie folgt:


(z0, ax1bx2x3w, S0)
┠━
(r, x1bx2x3w, xyz)


┠━*
(p2, bx2x3w, yz) 

┠━
(u, x2x3w, vwz)

┠━*
(v, x3w, wz)

┠━*
(p3, w, z)

Lemma: Falls   [q x p] ->* w   gilt, ist die Berechnung   (q, w, x)┠━* (p, eps, eps)   eindeutig.

Satz:
LR(0) kann auch durch DKA mit Endzustandsmenge F erkannt werden.


Satz:
Eine Sprache L hat genau dann eine LR(0)-Grammatik, wenn L eine dkfS mit

Präfix-Eigenschaft ist:


L hat LR(0)-Grammatik
äquivalent
L ist präfixfreie dkfs

Satz:
Für   k  gr. gleich 1   gilt:


L(G) ist dkfS   äquivalent   G ist LR(k)-Grammatik.






















































































































































