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Entropiefunktion

	Axiome
	(A1)

(A2)

(A3)
	H stetig

H (1/n, ..., 1/n) [image: image1.png]


 H (1/n+1, ..., 1/n+1)      (je n- bzw. (n+1)-mal)

H (1/n, ..., 1/n) = H (b1/n, ..., bk/n) + [image: image2.png]


 i=1,...,k bi/n [image: image3.png]


 H (1/bi, ..., 1/bi)      (bi-mal)

für bi [image: image4.png]


 N,   [image: image5.png]


 i=1,...,k bi = n   und für   S = [image: image6.png]


 i=1,...,k Bi   mit   |Bi| = bi.




Eigenschaften

	(1)
	System von Funktionen auf [image: image7.png]


n–1[image: image8.png]


R+, also H: [image: image9.png]


n–1[image: image10.png]


R+ mit

[image: image11.png]


n–1 = { {p1, ..., pn} | 0 [image: image12.png]


 pi [image: image13.png]


 1 und [image: image14.png]


 i=1,...,n pi = 1}


	[image: image15.png]




	(2)
	0 [image: image16.png]


 H (p1, ..., pn) [image: image17.png]


 log n


	

	(3)
	P = {p1, ..., pn}, Q = {q1, ..., qn} mit [image: image18.png]


 pi = 1 und [image: image19.png]


 qi [image: image20.png]


 1. Dann gilt:

H (p1,...,pn) [image: image21.png]


 H (q1,...,qn)      (Gleichheit gilt, falls pi = qi  für alle i)


	

	(4)
	P = {p1, ..., pn, q1, ..., qm} mit [image: image22.png]


 pi = a und [image: image23.png]


 qi = 1 – a. Dann gilt:

H (P) = H (a, 1–a) + a [image: image24.png]


 H (p1/a,...,pn/a) + (1–a) [image: image25.png]


 H (q1/1–a,...,qm/1–a)


	

	(5)
	H konkav: Für P = {p1, ..., pn}, Q = {q1, ..., qm} mit [image: image26.png]


 pi = 1 = [image: image27.png]


 qj ist

H ([image: image28.png]


 [image: image29.png]


 (p1,...,pn) + (1 – [image: image30.png]


) [image: image31.png]


 (q1,...,qm )) [image: image32.png]


 [image: image33.png]


 [image: image34.png]


 H (p1,...,pn) + (1 – [image: image35.png]


) [image: image36.png]


 H (q1,...,qm)


r-näre Entropie

Hr (p1, ..., pn)
= – [image: image37.png]


 i=1,...,n pi log r pi      mit Basis   r > 1  und   p log p = 0   für   p = 0.

= + [image: image38.png]


 i=1,...,n pi log r 1/pi
ideale Entropie

Falls eine Quelle (S, P) zu einer r-nären Entropie existiert.

________________________________________________________________________________

Eingangsverteilung / Eingabewahrscheinlichkeiten

   P = {p1, ..., ps}   mit  [image: image39.png]


 i=1,...,n pi = p (xi)

p (xi) ist die Wahrscheinlichkeit, dass xi gesendet wird

Sendeentropie

H (X) = [image: image40.png]


 i=1,..,s p (xi) log 1/p(xi)   für Zufallsvariable X auf {x1, ..., xs}

Kanalübergangswahrscheinlichkeiten
Empfangswahrscheinlichkeiten

   p (yj | xi)

Wahrscheinlichkeit, dass yj empfangen wird, wenn xi gesendet wurde

Bedingte Entropie

Für zeilensymmetrischen Kanal:

H (Y | X) = [image: image41.png]


 j=1,...,t p (yj | xi) [image: image42.png]


 p (yj)      unabhängig von der Eingangsverteilung

Ausgabewahrscheinlichkeit

qj = p (yj) = [image: image43.png]


 i=1,...,s pi [image: image44.png]


 p (yj | xi)

Wahrscheinlichkeit, dass yj empfangen wird

Empfangsentropie

H (Y) = [image: image45.png]


 j=1,..,t p (yj) log 1/p(yj)   für Zufallsvariable Y

Verbundwahrscheinlichkeit
p (xi, yj) = pi [image: image46.png]


 p (yj | xi)

Wahrscheinlichkeit, dass xi gesendet UND yj empfangen wird

Verbundentropie

H (X, Y) = [image: image47.png]


 i=1,...,s [image: image48.png]


 j=1,...,t p (xi, yj) log 1/p(xi,yj)

      für Zufallsvariable X auf {x1,...,xs} und Y auf {y1,...,yt}

Rückwärts bedingte Wahrscheinlichkeit / Sendewahrscheinlichkeit

	
	p (xi | yj) =
	
	p (xi, yj)


	für p (yj) > 0 ;
	p (xi | yj) = p (xi)
	sonst

	
	
	
	p (yj)
	
	
	


Wahrscheinlichkeit, dass xi gesendet wurde, wenn yj empfangen wird

bedingte Entropie

H (X | Y = yj) = [image: image49.png]


 i=1,...,s p (xi | yj) [image: image50.png]


 log 1/p(xi | yj)

Rückschlussentropie

H (X | Y) = [image: image51.png]


 j=1,...,t H (X | Y = yj) [image: image52.png]


 p (yj)

Transinformation

wechselseitige Information ist   I (X, Y) = H (X) – H (X | Y)

Zusammenhänge

I (X, Y) = I (Y, X) [image: image53.png]


 0

I (X, Y) = H (X) + H (Y) – H (X, Y)

H (X, Y) [image: image54.png]


 H (X) + H (Y)      (gleich für unabhängige Zufallsvariable X und Y. Auch für X1, ..., Xk)

H (X, Y) = H (X | Y) + H (Y)

Skizze

[image: image55.png]H(X, Y)




mit einzelnen Komponenten

[image: image56.png]




[image: image57.png]



[image: image58.png]


[image: image59.png]



[image: image60.png]



[image: image61.png]



________________________________________________________________________________

Fehlerwahrscheinlichkeiten

Irrtumswahrscheinlichkeit

p (Fehler | c) = [image: image62.png]


 d[image: image63.png]


Bc p (d | c)

maximale Fehlerwahrscheinlichkeit

pemax = Maxc p (Fehler | c)

mittlere Fehlerwahrscheinlichkeit

peav = 1/m [image: image64.png]


 [image: image65.png]


 j=1,...,m p (Fehler | cj)         für m gesendete Codestrings cj
Gesamtfehlerwahrscheinlichkeit

pe = [image: image66.png]


 j=1,...,m p (cj) [image: image67.png]


 p (Fehler | cj) = 1 – [image: image68.png]


 d[image: image69.png]


Bc p (f (d) | d) [image: image70.png]


 p (d)

Wahrscheinlichkeit des unerkannten Fehlers

punerkannt = [image: image71.png]


 j=1,...,m p (cj) [image: image72.png]


 [image: image73.png]


 d[image: image74.png]


Bc, d[image: image75.png]


cj p (d | cj)

Wahrscheinlichkeit für Strings / für n-Erweiterungen

p (d | c) = [image: image76.png]


 i=1,...,n p (di | ci)
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