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Kapitel 1: Entropie

1. 1 Entropie einer Quelle

Quelle
Geordnetes Paar S = (S, P) mit Quellenalphabet S = {x1, ..., xn} und

Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf S mit p (xi) [image: image1.png]


 0 für i = 1, ..., n und [image: image2.png]


 i=1,...,n p (xi) = 1.

Null-Information falls p (x1) = 1 und p (x2) = ... = p (xn) = 0.   Dann ist kein Code erforderlich.

maximale Information
p (xi) = 1/n für i = 1, ..., n

Gleichverteilung – es herrscht maximale Ungewissheit

Anforderungen an Entropiefunktion
H:[image: image3.png]


n-1 [image: image4.png]


 R+ ist System von Funktionen, wobei


[image: image5.png]


n-1 = { {p1, ..., pn} | 0 [image: image6.png]


 pi [image: image7.png]


 1 und [image: image8.png]


i=1,...,n pi = 1}

AXIOME
(A1)
H ist stetig

(A2)
H (1/n, ..., 1/n) < H (1/(n+1), ..., 1/(n+1))

n-mal

(n+1)-mal

(A3)
bi aus N und [image: image9.png]


 i=1,...,k bi = n. Dann gilt:

H (1/n, ..., 1/n) = H (b1/n, ..., bk/n) + [image: image10.png]


 i=1,...,k (bi/n [image: image11.png]


 H (1/bi, ..., 1/bi))

Ungewissheit

Ungewissheit


Ungewissheit

(Gleichverteilung) =
bzgl. Gruppen-

+
in der Gruppe

zugehörigkeit

Teile die Menge S auf in Blöcke B1, ..., Bk mit |Bi | = bi und [image: image12.png]


 i=1,...,k bi = n, d.h.

H (1/n, ..., 1/n)
=
Unsicherheit, aus einem der Blöcke Bi zu wählen




=
H (b1/n, ..., b1/n) + [image: image13.png]


 i=1,...,k (p (Bi) (Unsicherheit innerhalb Bi))









   bi/n

H (1/bi, ..., 1/bi)


Eine Funktion H (p1, ..., pn) erfüllt genau dann die Axiome, wenn gilt:


H (p1, ..., pn) = – [image: image14.png]


 i=1,...,n (pi logq pi)      mit Basis q > 1 und p log p = 0 für p = 0.


Bew
Shannon Aczél
q-näre Entropie
Hq (p1, ..., pn) := – [image: image15.png]


 i=1,...,n pi log q pi      ACHTUNG: Negative Summe!




wobei P = {p1, ..., pn} Wahrscheinlichkeitsverteilung ist. Ist ideal, falls eine

Quelle S = (S, P) dazu existiert.

Zufallsvariable
X bildet Elemente des Quellenalphabets auf die

Wahrscheinlichkeitsverteilung ab, also:   p (X = xi) = p (xi) = pi



Setze H (X) := [image: image16.png]


 i=1,...,n p (xi) log (1/p (xi)), wobei X genau n Werte xi hat.

Verbundwahrscheinlichkeit
(X [image: image17.png]


 Kanal [image: image18.png]


 Y)


X definiert auf S1 = {x1, ..., xn} und Y auf S2 = {y1, ..., ym} seien Zufallsvariable.

p (X = xi, Y = yj) = p (xi, yj) ist die Wahrscheinlichkeit, dass X = xi und Y = yj.

Es gilt: [image: image19.png]


 i=1,...,n [image: image20.png]


 j=1, ...,m p(xi, yj) = 1.

Verbundentropie   H (X, Y) := [image: image21.png]


 i [image: image22.png]


 j  p(xi, yj) log 1/(p(xi, yj)) 

Bei Unabhängigkeit: p(xi, yj) = p (xi) [image: image23.png]


 p (yj)    Verallgemeinerung auf X1, ..., Xk möglich.

Unabhängigkeit von Zufallsvariablen
X und Y. Dann gilt:







H (X, Y)
=
H (X) + H (Y)






Unsicherheit des


Summe der






zusammengesetzten
=
Unsicherheiten der
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Einzelereignisse
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