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Kapitel 2: Rauschfreie Codierung

2.1 Variable Längen-Codierung

Codealphabet
oder Alphabet A = {a1, ..., ar} ( [image: image1.png]


 Quellenalphabet S = {x1, ..., xn} )

z.B. S = {a, b, c, d} und A = {0, 1}

Wort
w = a1 ... ak
mit Länge ist | w | = k

und
leeres Wort ist [image: image2.png]



q-näres Codealphabet
{a1, ..., aq}, z.B. binär {0, 1}, ternär {0, 1, 2}

q-Code
C ist Teilmenge von A* (alle Wörter über A = {a1, ..., aq} )

WP
Wortproblem: w [image: image3.png]


 C oder nicht?

entscheidbar
ist ein q-Code, d.h. ein Algorithmus ex., der WP für C entscheidet

Codierung
(C, f ) mit q-Code C und injektiver Abbildung f: S [image: image4.png]


 C, wobei



S = (S, P) Quelle mit Quellalphabet S ist.



C besteht also aus den Bildern des endlichen Quellalphabets unter f.

Codierung von Wörtern
f wird als Homomorphismus fortgesetzt:





f (x1...xk) = f (x1)  f (x2) ... f (xk)

Längenverteilung
l1, ... ln für | c1 | , ..., | cn | , wobei die ci [image: image5.png]


 C sind und zusammengesetzt aus

Buchstaben des Codealphabets, z.B. {0, 1}

	
	x1
	p (x1)
	--f-->
	c1

	
	...
	...
	...
	...

	
	xn
	p (cn)
	--f-->
	cn





Quellalphabet S = {x1, ..., xn}

mittlere Codewortlänge
L (S, C, f ) := [image: image6.png]


 i=1,...,n  p (xi) [image: image7.png]


 | f (xi) | = [image: image8.png]


 i=1,...,n  pi [image: image9.png]


 li




für Quelle S und Codierung (C, f).

	Bsp:
	S =
	{a,
	b,
	c,
	d}

	
	P =
	{2/17,
	2/17,
	9/17,
	4/17}

	
	
	
	
	
	

	
	
	c
	d
	a
	b

	
	C1 =
	{0,
	11,
	100,
	101}

	
	C2 =
	{00,
	10,
	11,
	010}







sind dechiffrierbar, aber nicht optimal:






L (S, C1, f1) = (9 + 8 + 6 + 6) / 17 = 29/17 = 1,706






L (S, C2, f2) = (9 x 2 + 4 x 2 + 2 x 2 + 2 x 3) / 17 = 36/17 = 2,118






Ein optimaler Code hätte minimale mittlere Codewortlänge.

(Vgl. 2.3 Optimale Codes)

optimale Codierung
wenn keine Codierung (C', f ' ) ex. mit kürzerer mittlerer Codewortlänge:




L (S, C', f ' ) < L (S, C, f )




Dabei ist S = (S, P) die zugrundeliegende Quelle.

Blockcode
Alle Codewörter haben die gleiche Länge. Ist eindeutig decodierbar.



variabler Code Codewörter unterschiedlicher Länge, z.B. Huffman



Trennzeichencode ist eindeutig decodierbar.

	Codebaum
	S = {a, b, c} Quellalphabet,

C = {0, 01, 001} Codealphabet, q = 2

mit f (ab) = 001 und f (c) = 001

Nicht eindeutig decodierbar:

Nichtblätter (d.h. innere Knoten) sind Codes
	[image: image10.png]





Suffix
v zu Wort w = uv. u ist Präfix, wobei weder u noch v das leere Wort sind.


Schreibeweisen:

v = w – u

Suffix von w

u [image: image11.png]


 w

Präfix von w

u [image: image12.png]


 w

echtes Präfix von w

Eindeutig Decodierbar
ED ist ein Code genau dann, wenn für alle Codewörter gilt:


c1 ... ck = d1 ... dj mit ci, dr [image: image13.png]


 A   =>   k = j und ci = di für i = 1, ..., k.

D.h. keine Aneinanderreihung von Codewörtern kann in eine andere Folge von Codewörtern zerlegt werden.

	Sukzessive Decodierung
	beim Eintreffen möglich:
	[image: image14.png]




	
	1 fertig

0 warten

00 warten
	01 fertig

001 fertig
	


unmittelbar auflösbarer Code

u.a. ist ED Code, der beim Eintreffen ohne Verzögerung Wort

für Wort decodiert werden kann.

Also: Man kann jede Folge von Codewörtern von vorne beginnend Wort für Wort decodieren, ohne die nachfolgenden Zeichen beachten zu müssen.

Präfix-Eigenschaft
hat ein Code genau dann, wenn kein Codewort Präfix eines andern ist. Es gilt:




Code C ist u. a.
<=>
C ist Präfixcode

Bsp
C = {1, 10, 100, 1000} ist nicht präfixfrei, aber mit Verzögerung eindeutig decodierbar.

Suf (S, S' ) = {w [image: image15.png]


 A* | s [image: image16.png]


 S, s' [image: image17.png]


 S' ; s [image: image18.png]


 s' und w = s' – s oder s' [image: image19.png]


 s und w = s – s'}

für Mengen S, S' [image: image20.png]


 A* \ {[image: image21.png]


}



S0 := C,   S i+1 := Suf (Si, C)   und   S := [image: image22.png]


 i > 0 Si


S ist endliche Vereinigung, da Si leer wird oder konstant.

Satz von Sardinas / Patterson

Sei C Code und [image: image23.png]


 [image: image24.png]


 C, d.h. ohne das leere Wort. Dann gilt:






C ist ED   <=>   S [image: image25.png]


 C = [image: image26.png]



Bsp
(i)
Berechne S   ( = [image: image27.png]


 Si, i > 0).



C = {0, 01, 011, 111}



S1 = Suf (C, C) = {1, 11}



S2 = Suf (C, S1) = {1, 11} = S1


Also
S1 = S2 = S3 = ... = S = {1, 11} und   S und C sind disjunkt.



Deswegen: C ist ED.

(ii)
C = {1, 10, 100, 1000, 10000}



1 [image: image28.png]


 C ist Präfix aller, also:



S1 = {0, 00, 000, 0000}



S2 = Suf (C, S1) = { } = S3 = ...



D.h. S = S1 und S1 und C sind disjunkt.



Deswegen: C ist ED.



Mit einem einzigen Zeichen Verzögerung dechiffrierbar.


(iii)
C = {0, 01, 010}.

S1 = {0, 10, 1}



S1 und C sind nicht disjunkt: S1 [image: image29.png]


 C = {0}, also ist C nicht ED.

Abbruchbedingungen Sardinas-Patterson
Bei der Bildung der Si treten 3 Fälle auf:


(1)
Ex. i > 0 mit Si = S i+1, d.h. S i+j = Si für alle j. Dann folgt:



S [image: image30.png]


 C = ([image: image31.png]


 j=1,...,n S j ) [image: image32.png]


 C.




(a)
Der Schnitt ist leer. Dann gilt: C ist ED.





(Evtl. erst nach dem Empfang des ganzen Textes decodierbar.)




(b)
Dieser Schnitt ist nichtleer. Dann gilt: C ist nicht ED.


(2)
Ex. i > 0 mit Si = { } und C und Sj sind disjunkt für alle j < i. Dann folgt:

S und C sind disjunkt, also ist C ED.


(3)
Ex. i > 0 mit: Der Schnitt von Si und C ist nichtleer.



Also Abbruch und C ist nicht ED.

Bem. Suffixmengen
Seien S, S' und S'' aus A* \ {[image: image33.png]


}.




Zur Erinnerung: C besteht aus den Bildern des endl. Quellalphabets unter f.



Dann gilt:



(i)
Suf (S, S' [image: image34.png]


 S'') = Suf (S, S') [image: image35.png]


 Suf (S, S'')




S' [image: image36.png]


 S. Dann folgt: Suf (S, S') [image: image37.png]


 Suf (S, S'')



(ii)
S = [image: image38.png]


 i > 0 Si, A mit q Zeichen, lmax sei max. Codewortlänge. 

Dann gilt:

| S | [image: image39.png]


 q0 + q1 + ... + q l max - 1 < ql max


(iii)
Ti := [image: image40.png]


 j=1,...,i Sj. Es folgt:   T1 [image: image41.png]


 T2 [image: image42.png]


 T3 [image: image43.png]


 ...   und [image: image44.png]


Ti = S




Ti = T i+1 => Ti = S.



(iv)
Für mind. ein i < q l max folgt: Ti = Ti+1


(v)
Für einen endlichen Code ist in endlich vielen Schritten entscheidbar,

ob er ED ist oder nicht.

Aufwand
exponentielle Laufzeit in der Anzahl der Codewörter Also: O (q n)


singulär
ist ein Code mit C = {[image: image45.png]


}

Satz von Kraft

(i)
Sei C ein q-närer Präfixcode mit Längenverteilung {l 1, ..., l n}.

Dann gilt:






[image: image46.png]


 k=1,...,n 1/(q hoch l k)
[image: image47.png]



1



(ii)
Gegeben sei q-Alphabet, Längenverteilung L und obige Ungleichung

sei erfüllt.

Dann gibt es einen zugehörigen präfixfreien Code C, wobei C nicht

singulär ist.



Bsp:
Sei n = 6 und A = {0, 1, 2}, also r = 3.

	
	l 1 = l 2 = 1
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	l 3 = 2
	
	196
	

	
	
	Also 1/3 + 1/3 + 1/3 2 + 1/3 4 + 1/3 4 + 1/3 5 =
	
	< 1

	
	
	
	243
	

	
	l 4 = l 5 = 4
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	l 6 = 5
	
	
	





und damit z.B.   C = {c1, ..., cn} = {0, 1, 20, 2100, 2101, 22000}

[image: image48.png]



Satz von McMillan
Sei C = {c1, ..., cn} ein ED q-närer Code mit Längenverteilung {l 1, ..., l n} und

sei lambda nicht aus C. Dann gilt:





[image: image49.png]


 k=1,...,n 1/(q hoch l k)
[image: image50.png]



1



Folgerung
Ex. ED Code zu r-närem Alphabet mit Längenverteilung L,

dann folgt:

Es existiert auch ein Präfixcode.

Also beschränkt man sich auf präfixfreie Codes.

Bsp
Sei q-närer Code mit

	
	Länge
	1
	2
	3
	4

	
	Anzahl
	q – 1
	q – 1
	q
	q






Dann gilt: (q-1) / q + (q-1) / q2 + q / q3 + q / q4 = 1 + 1 / q3 > 1.

Knotenmenge
K := {u [image: image51.png]


 A* | ex. v [image: image52.png]


 C mit "u [image: image53.png]


 v"},

also die Menge aller Präfixe von Codewörtern.

Pfeilmenge
gerichtete Kanten
P := {(u, v) [image: image54.png]


 K x K | ex. a [image: image55.png]


 A mit v = ua}

Codebaum eines q-nären Codes
gerichteter Graph (K, P)

Bem. Codebaum
G = (K, P) sei Codebaum eines Präfixcodes C.




(1)
G ist kreisfrei. Denn:
Der Graph ist längenmonoton




(2)
Jeder Knoten ist erreichbar von der Wurzel längs eines Pfandweges.





Denn:
Knoten ist ein Wort u = a1 ... ak, d.h.






[image: image56.png]


 [image: image57.png]


 a1 [image: image58.png]


 a1 a2 [image: image59.png]


 ... [image: image60.png]


 a1 ... ak

mit ai [image: image61.png]


 A




(3)
Jeder Knoten hat genau 1 Vorgänger, d.h.:





u, u' mit v = u a = u' a'   =>   u = u' und a = a'. Denn:

	
	[image: image62.png]



Blatt ist Codewort
	Wid. gegen ED:

ED

<=>

Vorgänger eindeutig





(4)
Ex. keine parallelen Wege.   (Begründung analog (3))




(5)
Präfixcodes entsprechen q-Bäumen und umgekehrt





Denn:
Die Codewörter entsprechen den Blättern genau dann, wenn

C ist ED   <=>   Baum

Für Präfixcode klar.

q-närer Wurzelbaum
q Söhne maximal, z.B. binär für q = 2.

Wurzel

[image: image63.png]


 entspricht dem leeren Wort

vollständig q-när
ist ein Baum, wenn jeder Knoten genau q oder keinen Nachfolger hat,

	
	z. B. binär:
	[image: image64.png]





Knospe hat nur Blätter als unmittelbare Nachfolger. Gipfelknospe hat Höhe l max - 1

Höhe
eines Baumes entspricht der maximalen Codewortlänge

maximale Codewortlänge
l max
volle Knospe
 hat q Nachfolger, z.B. q = 3, also 3-Codebaum:

[image: image65.png]Kn — Knospe
GK - Gipfelknospe





Decodierungsautomat

Mealy-Automat M = (E, S, Z, [image: image66.png]


, [image: image67.png]


, s0) mit




E Eingabealphabet, S Zustandsmenge,





Z Ausgabealphabet,


[image: image68.png]


: E x S [image: image69.png]


 S,





[image: image70.png]


: E x S [image: image71.png]


 Z* und s0 Startzustand

d (c) ist die Decodierung des Codeworts c 

Code und Automat
Falls C präfixfrei ist, ex. Mealy-Automat, der ihn decodiert.


Bew
Sei A = {a1, ..., aq} Eingabealphabet und C = {c1, ..., cn} mit C aus A* \ {[image: image72.png]


}

präfixfrei.

Konstruiere Mealy-Automat M = (E, S, Z, [image: image73.png]


, [image: image74.png]


, s0) mit

E = A

S = K \ C [image: image75.png]


 {Fehler}, wobei K Knotenmenge des Codebaums ist,

Z = {d (c1), ..., d (cn)} [image: image76.png]


 {Fehler},

[image: image77.png]


: E x S [image: image78.png]


 S mit [image: image79.png]


 (a, s) := sa, falls sa [image: image80.png]


 S mit a [image: image81.png]


 E und s [image: image82.png]


 S \ {Fehler},

[image: image83.png]


: E x S [image: image84.png]


 Z* und s0 = [image: image85.png]


.

Decodierautomat-Bsp
C = {1, 010, 001, 000} präfixfrei und E = A = {0, 1}.





Codebaum

[image: image86.png]o

0

000

001

010

Codewort

() innerer Knoten








S = {[image: image87.png]


, 0, 00, 01, Fehler}, Z = {[image: image88.png]


,  d (1),  d (000),  d (001),  d (010),  Fehler} und

[image: image89.png]



s0 = [image: image90.png]


; [image: image91.png]


 und [image: image92.png]


 wie im Graphen.
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