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2.4 Noiseless Coding Theorem

reale Entropie
mittlere Codewortlänge L (C)

ideale Entropie
H q (p1, ..., pn) = – [image: image1.png]


 i=1,...,n pi log q pi
     ACHTUNG: Negative Summe

Shannon-Fano-Code
Für li = [image: image2.png]log, =



 mit i = 1, ..., n:

Codewortlängen ergeben sich direkt aus Wahrscheinlichkeiten (im Gegensatz

zu Huffman-Code). Ist i.a. nicht optimal.

Theorem
C sei ED Code mit Wahrscheinlichkeitsverteilung P und Längenverteilung L.

Dann gilt:

H q (p1, ..., pn) [image: image3.png]


 L (C) = [image: image4.png]


 i=1,...,n pi li.

Gleichheit gilt

<=>
li = log q 1/pi

für i = 1, ..., n

Bsp
(1)
p1 = 1/2, p2 = p3 = 1/4; q = 2. Also H 2 (P) = L (C) mit l1 = 1, l2 = l3 = 2.


Huffman: 0
10
11


(2)
Sei Alphabet {a1, ..., aq}, P = {p1, ..., pn} nicht singulär und S = {x1, ..., xn}.

Kontsruiere L = {l1, ..., ln}:

log q 1/pi [image: image5.png]


 [image: image6.png]log, =



 =: li < log q 1/pi + 1



Wegen   li [image: image7.png]


 log q 1/pi   ist   q li [image: image8.png]


 1/pi,   also   pi [image: image9.png]


 1/q li   und schließlich:



[image: image10.png]


 i=1,...,n 1/(q hoch li) [image: image11.png]


 [image: image12.png]


 i=1,...,n pi = 1.

Es gibt einen ED Code.

L (C) = [image: image13.png]


 i=1,...,n pi li [image: image14.png]


 [image: image15.png]


 i=1,...,n pi (log q 1/pi + 1) =
 H q (P) + [image: image16.png]


 i=1,...,n pi










H q (P) + 1
(s.o.)

Satz zu realer Entropie
Für jede Wahrscheinlichkeitsverteilung P, die nicht singulär ist, gilt:





H q (p1, ..., pn)
[image: image17.png]



min L (C)
<
H q (p1, ..., pn) + 1








reale Entropie

Bsp
P = {0.49, 0.24, 0.12, 0.12, 0.03}


L H = {1, 2, 3, 4, 4}
Huffman-Code


L SF = {2, 3, 4, 4, 6}
Shannon-Fano-Code


L H (C) = 1.93

L SF (C) = 2.84

[image: image18.png]D4





n-Erweiterung
 zu einer Quelle S = (S, P) ist Sn = (Sn, Pn) mit



Sn := Menge der Wörter der Länge n, S = {x1, ..., xm} und xi1 ... xin Wort.



Weiter sei p (xi1 ... xin) = p (xi1) ... p (xin)



Für n-Erweiterung gilt: H q (Sn) = n [image: image19.png]


 H q (S)

Satz
H q (P)

[image: image20.png]




[L min (C, P n)] / n
[image: image21.png]




H q (P) + 1/n

Bsp
P = {1/4, 3/4}, S = {0, 1}, S2 = {00, 10, 01, 11}

[image: image22.png]P2={"he,

3

e,

W
g

e

1815

s }





L (C, P2) = 27/16 = 1,6875;

L (C, P) = 1


[L (C, P2)] / 2 = 27/32 = 0,84375


[L (C, P3)] / 3 = 0,82292



...


H q (P) = 0,811


2  1/4 + 0  3/4 + ... = 2/4 + 0 + ...
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