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Kapitel 4: Grundlagen der Codierungstheorie

4. 1 Einführung in die Codierungstheorie

Code
DIN 44300
Eine Vorschrift für die eindeutige Zuordnung der Zeichen eines Zeichen-

vorrats zu denjenigen eines anderen Zeichenvorrats (Abbildung ~ Code)

Codierungstheorie:
'Sichermachen' von Informationen

Grundmodell der Codierungstheorie
1. Version
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Kanal
z.B. Telefonleitung, Weltraum, Glasfaser, CD

zeitkonstant
Störwahrscheinlichkeit nimmt im Laufe der Zeit nicht zu

DMC
discrete memoryless channel: Tripel (X, Y, P) mit endlichen Mengen X, Y und Matrix der

Übergangswahrscheinlichkeiten P = (p x,y) x [image: image2.png]


 X, y [image: image3.png]


 Y und p x,y = p (y | x) bedingte

Wahrscheinlichkeit dafür, dass y empfangen wird, falls x gesendet wurde.

Beachte:   p (y | x) [image: image4.png]


 0   und   [image: image5.png]
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 Y p (y | x) = 1      für alle x [image: image7.png]
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(i) BSC
binary symmetric channel
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(ii)
qSC ist q-ary symmetric channel, wobei X = Y mit | X | = q,   p (x | x) = 1 – p 

für alle x [image: image10.png]


 X und p zwischen 0 und 1/2 und p (y | x) = p/(q-1)   für x [image: image11.png]


 y.

q oft Primzahlpotenz.

Grundmodell verfeinert
2. Version
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(n, k)-Block-Code
Quadrupel (X, Y, E, D) mit




X, Y
Alphabete (nichtleere Mengen)




E: X k [image: image13.png]


 Y n
injektive Abbildung

encoder




D: Y n [image: image14.png]


 X k
surjektive Abbildung

decoder

Code
E (T), falls T [image: image15.png]


 X k
Wort:
Block von k Symbolen

Rate:
Informations-Rate eines Codes ist   R = k/n   für (n, k)-Blockcode.

Decodier-Methoden
C sei Block-Code auf DMC. Wird eine Nachricht y empfangen, wähle




(i) Wort x, für das p (x | y) am größten ist





MED – minimum error probability decoding





Erfordert Suche nach einer Lösung für Fehlervektor mit minimalem

Gewicht (vgl. Kontrollmatrix, Syndrom...)




oder




(ii) Wort x, für das p (y | x) am größten ist





MLD – maximum likelyhood decoding




p (y | x) ist Wahrscheinlichkeit, dass y herauskommt, wenn x gesendet wurde.




Für | C | = M und Übertragungswahrscheinlichkeit p (x) = 1/M für

jedes Wort x gilt: MED entspricht MLD

repition code
Wiederholungscode, z.B. triple repitition code

Sei R = 1/3
(n = 3, k = 1),   p < 1/2.   E (0) = 000 und E (1) =111. Mit MED gilt:

Empfangenes Wort wird zu häufiger vorkommendem Symbol decodiert, also
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	000
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p (000 | 010) = (1 – p) p (1 – p) = (1 – p) 2 p   >   p 2 (1 – p) = p (111 | 010)



wegen p < 1/2.

PE
P Error

Fehlerwahrscheinlichkeit
bei Repitition-Code


Sei R = 1/(2 N + 1), also n = 2 N + 1 und k = 1.


Codierung gemäß
0 [image: image24.png]


 0...0   (2 N + 1)-mal   und   1 [image: image25.png]


 1...1   (2 N + 1)-mal


Decodierung nach MED. Dann gilt:


(1)
PE = [image: image26.png]


 i=0,...,N [image: image27.png][20+1)



 qi p 2 N+1-i

(2)
PE [image: image28.png]


 0 für N[image: image29.png]
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p < 1/2


(3)
RN [image: image31.png]


 0
(Rate)

(7, 4)-Hamming-Code
R = 4/7, p < 1/2.

Codierungsvorschrift ist (x0, x1, x2, x3) -> (x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6)

gemäß

(i)
x4 [image: image32.png]


 x1 + x2 + x3 (mod 2)

(ii)
x5 [image: image33.png]


 x0 + x2 + x3 (mod 2)

(iii)
x6 [image: image34.png]


 x0 + x1 + x3 (mod 2)

Wegen p < 1/2 und MED wird empfangenes Wort y nach Wort x

decodiert, für das p (x | y) (gegebene Wahrscheinlichkeit) maximal ist

(d.h. das x, das sich am wenigsten von y unterscheidet).

Kontrollbits
x4, x5, x6
(vgl. (7, 4)-Hamming-Code)

liefern

Kontrollgleichungen
(s.o.) für (i):
x0 + x2 + x3 + x5 [image: image35.png]


 0 (mod 2)

(ii)
x1 + x2 + x3 + x4 [image: image36.png]


 0 (mod 2)

(iii)
x0 + x1 + x3 + x6 [image: image37.png]


 0 (mod 2)
liefern

	Kontrollmatrix
	[image: image38.png]
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	(iii)
	


Codewörter erfüllen die Gleichung   H [image: image39.png]


 xt = 0   (xt ist x transponiert)

Fehlervektor
e = x + y oder anders y = x + e   (in {0, 1} ist + gleich –)

Syndrom s
st = H yt = H [image: image40.png]


 (xt + et) = H xt + H et = H et   wegen H xt = 0, hängt nicht von x ab.



Rang (H) = 3, es folgt Ker (H) hat Dim 4, d.h. 24 = 16 potentielle Lösungen für e


Bsp
s = (000) führt zu e = (0000000)



Aus st ist i-te Spalte von H folgt: Es gibt genau einen Lösungsvektor e mit w(e) = 1,

der in der i-ten Komponente 1 hat, sonst Nullen, also

e
=
(0
...
1
...
0)





i-te



Konkret:



Sei x = (0110011) gesendet und y = (1110011) empfangen.



H yt = (011)t, woraus folgt:

st = (011)t = 1.Spalte von H, woraus folgt:



e = (1000000), d.h. y + e = 0110011 = x.


MED erfordert Suche nach einer Lösung für Fehlervektor mit minimalem Gewicht

Gewicht
w (e) = weight (e) = Anzahl der 1-Komponenten

Kurzfassung Fehlerkorrektur per Syndrom

(1)
Berechne st = H [image: image41.png]


 yt.


(2)
(a)
Falls s = 0, setze e = 0 und weiter bei (3).


(b)
Falls s ungleich 0, finde i-te Spalte von H, die mit s übereinstimmt und setze

ei := 1, Rest von e Nullen.


(3)
x := y + e


(4)
Gib x0 ... x6 aus!

Block-Irrtumswahrscheinlichkeit
p (x' [image: image42.png]


 x) mit: x ursprüngliche Nachricht und






x' decodierte empfangene Botschaft

Symbol-Irrtumswahrscheinlichkeit
psymb ist der Durchschnitt der Werte   p (x'i [image: image43.png]


 x i)   für i = 1, ..., k

mit x'i decodiertes, empfangenes Wort, xi gesendetes Wort

Kapazität eines BSC
Die Kapazität C (p) eines BSC mit der Symbol-Irrtumswahrsch. p beträgt:

C (p) = 1 + p log 2 p + (1 – p) log 2 (1 – p)

Satz von Shannon
Vorausgesetzt ist ein BSC mit Symbol-Irrtumswahrscheinlichkeit p und Rate

R < C (p) = 1 + p [image: image44.png]


 log2 p + (1 – p) [image: image45.png]


 log2 (1 – p).

Dann gibt es für jedes [image: image46.png]


 > 0 ein n und einen (n, k)-Code mit


k/n [image: image47.png]


 R
und
PE < [image: image48.png]



wobei PE die Block-Irrtumswahrscheinlichkeit ist.
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