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4. 2 Anwendung: Prüfziffersysteme

Bsp
ISBN, 
EAN (European Article Number; Barcode), Kartennummern

Fehlerklassifikation nach Verhoeff
	Fehlertyp
	Typ
	Häufigkeit

	Einzelfehler
	a [image: image1.png]


 b
	79 %

	Nachbar-Transpositionen (Vertauschung)
	ab [image: image2.png]


 ba
	10,2 %

	Sprungtranspositionen
	abc [image: image3.png]


 cba
	0,8 %

	Zwillingsfehler
	aa [image: image4.png]


 bb
	0,6 %

	phonetische Fehler (dreissig – dreizehn)
	a0 [image: image5.png]


 1a
	0,5%

	Sprung-Zwillingsfehler
	aca [image: image6.png]


 bcb
	0,3 %

	Rest
	
	8,6 %


Prüfzeichencode
Es gibt Permutationen [image: image7.png]


1, ..., [image: image8.png]


n aus SA (symmetrische Gruppe über A) mit

Prüfziffercodierung
Kontrollgleichung
PZC


[image: image9.png]


1 (a1) [image: image10.png]


2 (a2) ... [image: image11.png]


n (an) = c,

wobei C ein Code über Alphabet A ist, G (A, [image: image12.png]


) eine Gruppe,und c aus A.

Ein Wort a1 ... a n-1 wird so um an erweitert, dass die Kontrollgleichung

erfüllt ist.
Eigenschaft
Jeder Prüfzeichencode über einer Gruppe G erkennt alle Einzelfehler.

Sind a1, ..., a n-1 gegeben, ist an eindeutig bestimmt. Jede Position kann als

Kontrollstelle verstanden werden.

Kontrollgleichung mittels ggT
Sei A = {0, ..., m-1} Alphabet. Wähle G = Zm (additiv geschrieben, modulo m) sowie Zahlen w1, ..., wn mit ggT (wi, m) = 1. Damit ist

[image: image13.png]


i = x [image: image14.png]


 wi [image: image15.png]


 x (mod m)      eine Permutation von A.

Mit c = 0 und wn = +/– 1 wird aus der Kontrollgleichung die Bedingung 

an = +/- [image: image16.png]


 i=1,...,n-1 (wi [image: image17.png]


 ai (mod m))

Bsp
(i) m = 6

	
	1
	2
	3
	4
	5
	
	

	1
	1
	2
	3
	4
	5
	'Nullteiler'
	2 und 3

und

3 und 4

	2
	2
	4
	0
	2
	4
	
	

	3
	3
	0
	3
	0
	3
	
	

	4
	4
	2
	0
	2
	2
	
	

	5
	5
	4
	3
	2
	1
	
	


(ii) ISBN mit m = 11, also   a10 [image: image18.png]


 [image: image19.png]


 i=1,...9 i [image: image20.png]


 ai mod 11

	3
	-
	411
	-
	14263
	-
	4
	   Falls an = 10 ist, setze die letzte Ziffer an 

   auf X, also   an := X

	BRD
	
	BI-Verlag
	
	Buch
	
	Prüfziffer
	


Nachbartranspositionen erkennen
(1)
Prüfzeichencode gestattet Erkennung von Nachbartranspositionen gdw gilt:


x [image: image21.png]


 i+1 ([image: image22.png]


 i –1 (y)) [image: image23.png]


 y [image: image24.png]


 i+1 ([image: image25.png]


 i –1 (x))   [image: image26.png]


 x, y [image: image27.png]


 G mit x [image: image28.png]


 y und alle i = 1, ..., n-1

(2)
Für G abelsch lässt sich dies umformen in x –1 [image: image29.png]


 i (x) [image: image30.png]


 y –1 [image: image31.png]


 i (y)   [image: image32.png]


 x, y [image: image33.png]


 G mit x [image: image34.png]


 y


G abelsch:

Ex. Prüfzeichencodierung, die Nachbartransposition erkennt  <=>  Ex. Orthomorphismus auf G

Nachbartranspositionen nicht erkennen
Ist | G | [image: image35.png]


 2 (mod 4), ex. keine Prüfzeichen-

Codierung, die Nachbartranspositionen erkennt.

Orthomorphismus
Abbildung [image: image36.png]


 i: G [image: image37.png]


 G mit x –1 [image: image38.png]


 i (x) [image: image39.png]


 y –1 [image: image40.png]


 i (y)

für alle x, y [image: image41.png]


 G mit x [image: image42.png]


 y.

Also Orthomorphismus ist Permutation [image: image43.png]


, für die x [image: image44.png]


 x –1 [image: image45.png]


 (x) wieder Permutation ist.

Vollständige Abbildung 
x [image: image46.png]


 x [image: image47.png]


 (x) ist wieder Permutation für Permutation [image: image48.png]


.

Vollständige Abbildung und Orthomorphismus

x [image: image49.png]


 x –1 [image: image50.png]


 (x) ist vollständige Abbildung, wenn [image: image51.png]


 Orhomorphismus ist


x [image: image52.png]


 x [image: image53.png]


 (x) ist Orthomorphismus, wenn [image: image54.png]


 vollständige Abbildung ist

Involution
(Perm.) [image: image55.png]


, wenn gilt: ([image: image56.png]


)2 = 1

Existenz eines Orthomorphismus
Für G sei abelsche endl. Gruppe der Ordnung m ist äquivalent:

(i)
G besitzt Orthomorphismus

(ii)
m ungerade oder G enthält mind. 2 versch. Involutionen bzw. die 2-Sylowgruppe von

G ist nicht zyklisch

Hall-Paige-Vermutung
G muss nicht notwendig abelsch sein.

FAZIT

Die zyklische Gruppe mit 10 Elementen eignet sich nicht zur Prüfzeichen-Codierung,

die Nachbartranspositionen erkennt.

ISBN-Codierung eignet sich:
[image: image57.png]


 i: x [image: image58.png]


 i x (mod 11)
für i = 1, ..., 10. Denn:

[image: image59.png]


 i = [image: image60.png]


 i+1 o [image: image61.png]


 i –1 = [x [image: image62.png]


 (i + 1) i –1 x],      mit i –1 (mod 11)

ist Orthomorphismus.

Nachteil: Verwendung von Z 11 erfordert Extrasymbol X (für an = 10).

Satz über Diedergruppen
Sei Dm mit m > 2 ungerade.





Dann erfüllt die Permutation 
[image: image63.png]


: Dm [image: image64.png]


 Dm mit





[image: image65.png]


 (ai) = a m-1-i
und
[image: image66.png]


 (ai b) = ai b

die Bedingung:





x [image: image67.png]


 (y) [image: image68.png]


 y [image: image69.png]


 (x)
für alle x, y [image: image70.png]


 Dm mit x [image: image71.png]


 y.

Bayes'sche Formel
[image: image72.png]PORPE
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Exkurs in die Algebra

Ordnung einer Gruppe 
ist Anzahl ihrer Elemente.

Abelsche Gruppe der Ordnung m = p1 k1 ... pn kn   mit pi prim.

p-Sylowgruppe
Sei G eine endliche Gruppe, e ihr neutrales Element und p eine Primzahl.

Eine Untergruppe S von G heißt p-Sylowgruppe in G, wenn gilt:

a) Zu jedem a [image: image73.png]


 S gibt es ein (i.a. von a abh.) k [image: image74.png]


 N mit

	
	a
	pk
	 = e,
	      d.h. S ist p-Gruppe.

	
	
	
	
	


b) Ist H [image: image75.png]


 G eine p-Unterguppe von G und ist S [image: image76.png]


 H, so ist S = H, d.h. S ist maximal.

S ist Untergruppe einer Gruppe G, wobei | G | Potenz von p ist.

Sei | G | = pn [image: image77.png]


 m und p teilerfremd m. Dann haben die p-Sylowgruppen von G

die Ordnung pn.

(i)
S aus G ist p-Sylowgruppe in G


<=>

| S | = Ordnung von S = pk und | G |  ist durch pk, aber nicht durch p k+1 teilbar

(ii)
Zu jeder p-Untergruppe H gibt es eine p-Sylowgruppe S in G, die Obermenge

von H ist.

(iii)
Die Anzahl s der p-Sylowgruppen in G ist ein Teiler der Ordnung von G,

und es gilt:      s [image: image78.png]


 1 mod p

direktes Produkt
z.B. G = [image: image79.png]


 mit |S2 | = 4 und |S3 | = 9 für G der Ordnung m = 22 [image: image80.png]


 32 = 36.

[image: image81.png]



Diedergruppe
D3
= Symmetriegruppe des regelmäßigen Dreiecks




= < r, f | r3 = 1 = f2  und  r f = f r –1 >



mit | D3 | = 6. 
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