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4. 3 Grundlagen über fehlerkorrigierende Codes

Hamming-Abstand
d (x, y) := |{i | xi [image: image1.png]


 yi}|

mit x = x1...xn, y = y1...yn,   xi, yi [image: image2.png]


 X,

wobei X endliche Menge ist. 
d definiert auf X n eine Metrik

(Metrik: nichtnegativ, d (x, y ) = 0 <=> x = y, Symmetrie und Dreiecksungleichung).

(n, M, d; q)-Code
heißt eine M-elementige Teilmenge von X mit dem Minimalabstand d bzw.

(n, M, d)-Code. Für X endliche Menge mit | X | = q.

Rate eines (n, M, d; q)-Codes ist 1/n logq M




Es gilt:
Für (3, M, 2; q)-Codes ist stets M [image: image3.png]


 q 2
Minimalabstand d
Für alle x [image: image4.png]


 y gilt:
d (x, y) [image: image5.png]


 d und ex. x, y mit d (x, y) = d.

e-fehlerkorrigierend
heißt ein Code mit (n, M, 2 e + 1; q), z.B. (7, 4)-Hamming-Code oder




Triple-Repitition-Code (3-facher Wiederholungscode)

A (n, d; q) := max {M | (n, M, d; q)-Code ex.} ist Max. Mächtigkeit, für die ein (n, M, d; q)-Code ex. Es gilt:



A (n, d; q) [image: image6.png]


 A (n - 1, d - 1; q)
für d > 1

MDS-Code
maximum distance separable   Code, der die Singleton-Schranke erreicht,

d.h. es gilt Gleichheit:
A (n, d; q) = q n – d + 1
Obere Schranken

Singleton-Schranke
A (n, d; q) [image: image7.png]


 q n – d + 1
Plotkin-Schranke
A (n, d; q) [image: image8.png]


 d / (d – [image: image9.png]


n)
mit [image: image10.png]


 = (q – 1) / q und d > [image: image11.png]


n.




Binäre Codes: Insbesondere gilt für q = 2:




A (n, d; q) [image: image12.png]


 2d / (2d – n)
für n < 2d.

Kugelpackungsschranke

KPS



PRÜFUNGSRELEVANT
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wobei (n, M, d; q)-Code gegeben ist.

Güte der Schranken
KPS ist besser als Singleton.

Für die Plotkin-Schranke muss d > [image: image14.png]


n erfüllt sein.




Im Beispiel A (13, 5; 2) liegt sie zwischen KPS und Singleton, wenn




man über Umwege ein Ergebnis erhält, obwohl n > 2d.

Weitere Schranken
(i)
A (n, d; 2) [image: image15.png]


 2  [image: image16.png]






(ii)
A (n, d; 2) [image: image17.png]


 2 A (n – 1, d; 2)




(iii)
A (4e, 2e; 2) [image: image18.png]


 8e




Gilt Gleichheit für alle Codewörter x, y mit x [image: image19.png]


 y => d (x, y) = d für alle x, y.




Sei d ungerade. Dann gilt:




(iv)
A (n, d; 2) [image: image20.png]


 2  [image: image21.png]






(v)
A (2d + 1, d; 2) [image: image22.png]


 4d + 4

Lemma zu Schranken
A (n, 2e – 1; 2) = A (n + 1, 2e; 2)

Äquidistante Codes
d (x, y) = d   für  alle Codewörter x, y.

Paritätscode
x1 + ... + xn [image: image23.png]


 0 (mod 2) für Codewörter x = (x1...xn) eines (n, M, 2e – 1; d)-Codes.

Perfekter Code
Erreicht KPS, d.h. es gilt Gleichheit
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Untere Schranke

Gilbert-Varshamov-Schranke
[image: image25.png]Alndg) =
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optimaler Code
mit M = A (n, d; q), also maximaler Code.

zwei Prinzipien zum Kürzen bzw. Erweitern von Codes

(1) Punktieren
Gegeben sei ein (n, M, d; q)-Code C. Läßt man in jedem Codewort aus C die

i-te Komponente weg, erhält man den Code Ci. Für d > 1 ist Ci ein

(n - 1, M, d – 1; q)-Code, falls man für i eine in einem Codewort mit Gewicht

d vorkommende Komponente wählt.


(2) Erweitern eines binären Codes
Einführen einer Paritätskontrolle, indem jedem Codewort (x1...xn) eine Komponente

x n+1 angefügt wird mit   x n+1
[image: image26.png]


 x1 + ... + xn (mod 2)   = 0 wegen q = 2.



Das nennt man parity check extension.

Hadamard-Matrix
der Ordnung n ist eine (n x n)-Matrix mit Einträgen 1 und –1, für die gilt:





H [image: image27.png]


 Ht = I
mit Einheitsmatrix I (Identity), z.B.
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Sei H Hadamard-Matrix der Ordnung n > 2. Dann ist n durch 4 teilbar.

Äquivalente Aussagen:

(i)
Ex. Hadamard-Matrix der Ordnung 4d

(ii)
A (4d, 2d; 2) = 8d

(iii)
A (4d – 1, 2d; 2) = 4d

Satz von Levenshtein

Sei d gerade, k := [image: image30.png]


 mit d [image: image31.png]


 n < 2d.

Wenn es Hadamard-Matrizen der Ordnungen

	
	n
	k
	notwendige Ordnung

	
	gerade
	beliebig
	4k und 4k + 4

	
	ungerade
	gerade
	2k und 4k + 4

	
	gerade
	ungerade
	4k und 2k + 2






gibt, ist
A (n, d; 2) = 2k.
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