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4. 4 Lineare Codes

Durch algebraische Struktur kann man Informationen reduzieren, die einen Code repräsentieren.

Nachteil: Code wird gleichförmiger

linearer Code
Ein (n, M, d; q)-Code über GF(q) heißt linearer oder [n, k, d;q]-Code, wenn C

Unterraum des Vektorraums (GF(q))n ist. Dann gilt: M = qk für k geeignet.

Gewicht
Sei C binärer Linearcode. Dann haben entweder   alle   oder   genau die Hälfte
aller Codewörter gerades Gewicht.

GF (q)
Galois-Feld

Gewicht
weight w (x) ist Anzahl Koordinaten [image: image1.png]


 0 in x, wobei x [image: image2.png]


 (GF(q))n ist.

Minimalgewicht
wC := min c [image: image3.png]


 C w (c)

Hamming-Abstand
für lineare Codes ist   d (x, y) = w (x – y),   wobei   x, y [image: image4.png]


 (GF(q))n sind.


d ist Metrik
d (x, y) [image: image5.png]


 0


nichtnegativ

d (x, y) = 0 <=> x = y

Gleiche Vektoren haben Null-Abstand



d (x, y) = d (y, x)

Symmetrie



d (x, z) [image: image6.png]


 d (x, y) + d (y, z)
Dreiecksungleichung
Minimalabstand
für lineare Codes ist das Minimalgewicht, also d = wC
Linearcodes repräsentieren
Durch Angabe einer Basis oder durch Angabe eines orthogonalen

Komplements

dualer Code
C[image: image7.png]


   ist orthogonaler Unterraum zu Unterraum (also Code) C aus (GF(q))n, wobei



C ein [n, k, d; q]-Code ist, also linear.



C[image: image8.png]


 = {y | <x, y> = 0 für alle x [image: image9.png]


 C} und <x, y> = [image: image10.png]


 i=1,...,n xi yi ist das

Standard-Skalarprodukt.

Generatormatrix
G für einen [n, k, d; q]-Code C hat die Zeilen, a1, ..., ar, wenn diese ein

Erzeugendensystem von C bilden.

Kontrollmatrix
H für einen [n, k, d; q]-Code C ist Generatormatrix des zu C dualen Codes.




Es gilt für alle c [image: image11.png]


 GF(q)n:

x [image: image12.png]


 C
<=>
H [image: image13.png]


 ct = 0

systematisch
heißt eine (k x n)-Generatormatrix G eines [n, k, d; q]-Codes, wenn G = (Ik | A) ist,

d.h. die Form hat (mit k Zeilen und n Spalten und mit (k x (n – k))-Matrix A)

[image: image14.png]





Dann ist H = (-At | I n-k) eine Kontrollmatrix von C.

Bsp
(7, 4)-Hamming-Code

	
	G =
	[image: image15.png]



	und
	H =
	[image: image16.png]00
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Satz zur Code-Konstruktion
für gegebenen Minimalabstand





Sei C ein [n, k, d;q]-Code mit Kontrollmatrix H. Dann gilt:





(i)
k = Dim C = n – Rg H





(ii)
Minimalgewicht d ist die kleinste Zahl, für die es d abhängige

Spaltenvektoren in H gibt. Dies liefert den Minimalabstand.

Konstruktion eines Codes mit Minimalabstand 3
Sei q Primzahlpotenz und k [image: image17.png]


 N.


Betrachte den Vektorraum V = (GF(q))k und zerlege V \ {0} in n := (qk – 1) / (q – 1)

disjunkte Klassen.

Wähle nun n Vertreter für die Klassen und bilde daraus die (k x n)-Matrix H := (h1, ..., hn).

H ist Kontrollmatrix zu C aus (GF(q))n und hat Höchstrang k, da alle Einheitsvektoren unter

den h1, ..., hn gewählt werden können.

Nach Konstruktion sind je zwei Spaltenvektoren linear unabhängig. Also ist die Minimal-

anzahl abhängiger Spaltenvektoren 3. Es folgt:

C ist [n, n – k, 3; q]-Code.

C heißt (n, n – k)-Hamming-Code über GF(q).

Bsp
q = 3, k = 2. Ergibt n = (32 – 1) / (3 – 1) = 4 Klassen.


{(1, 0)t, (2, 0)t} [image: image18.png]


 {(0, 1)t, (0, 2)t}[image: image19.png]


 {(1, 1)t, (2, 2)t} [image: image20.png]


 {(1, 2)t, (2, 1)t} = V


und für (4, 2)-Hamming-Code ist die Kontrollmatrix

	
	H =
	[image: image21.png]





Sylvester-Matrix
Hadamard-Matrix der Ordnung 2n, die aus n Matrizen der Ordnung 2

zusammengesetzt ist.




Sylvester-Matrizen liefern optimale Codes, die außerdem linear sind.

komplementärer Verktor
zu x ist [image: image22.png]


 := x + (1 ... 1)

A (n, d; q) und Dimension eines linearen Codes
Bestimmung von A (n, d; q) ist analoges

Problem zur Bestimmung der maximalen

Dimension k eines [n, k, d; q]-Codes.

Singleton-Schranke
Sei C ein [n, k, d; q]-Code. Dann gilt:




k [image: image23.png]


 n – d + 1




Bsp:
Ein [12, k, 6; 2]-Code kann maximal k = 4 annehmen und ist damit

nicht optimal.

Gilbert-Varshamov-Schranke
Seien n, k, d aus N und q Primzahlpotenz.






Falls gilt:







[image: image24.png]


 i=0,...,d-2 [image: image25.png]


 (q – 1)i < q n-k,






ex. ein [n, k, d; q]-Code.

Bsp
[13, 4, 5; 2]-Code existiert, denn:
[image: image26.png]


 i=0,...,3 [image: image27.png]


 = 299 < 512 = 2 13-4
N (k, d; q)
ist kleinster Wert von n, für den ein [n, k, d; q]-Code existiert. Es gilt:



k + d – 1 < N (k, d; q).



Außerdem ist
N (k, d; q) [image: image28.png]


 d + N (k – 1, [image: image29.png]


; q)

Griesmer-Schranke
N (k, d; q) [image: image30.png]


 d + [image: image31.png]


 + ... + [image: image32.png]



Additive Verknüfung von Codes
Seien C1 ein (n, M1, d1; q)-, C2 ein (n, M2, d2; q)-Code über

GF(q) und C bestehe aus allen Vektoren (u | u + v) mit

u [image: image33.png]


 C1 und v [image: image34.png]


 C2.

Dann ist C ein (2n, M1 M2, min{2d1, d2};q)-Code.

Sind C1 und C2 linear, dann auch C. Denn aus






(u1 | u1 + v1), (u2 | u2 + v2) [image: image35.png]


 C      folgt:






(u1 + u2 | (u1 + u2) + (v1 + v2)) [image: image36.png]


 C.


Folgerung
Aus der Existenz von [n, k, d; q]- bzw. [n', k', d'; q]-Codes folgt die Existenz

eines [2 max {n, n'},   k + k',   min {2d, d'};   q]-Codes.

Informationsvektor
Für linearen Code C mit G = (Ik | A) ist der Informationsvektor (x1, ..., xk)

Kontrollstellen
(x k+1, ..., xn) füllen einen Informationsvektor beim Codieren auf. Es folgt:




(x1, ..., xk) (Ik | A) = (x 1, ..., x k, x k+1, ..., x n)

Codieren
mittels Generatormatrix ist numerisch einfacher Prozess

Decodieren
Berechnen des jeweiligen Syndroms:   s = H yt      mit Fehlervektor e = x – y.

Wegen H xt = 0 ergibt sich aus s der jeweilige Vektor e.



Verschiedene Codewörter können dasgleiche Syndrom haben.



Nebenklassen von C sind gekennzeichnet durch das gleiche Syndrom. (s.u.)

FAZIT
Jedes empfangene Wort liegt in einer Nebenklasse des Codes. Der Führer dieser

Nebenklasse (co-set leader) ist als Fehler zu definieren und vom empfangenen Wort zu

substrahieren. So ergibt sich ein Codewort.

Nebenklassenführer ist z.B. 0010 (Einheitsvektoren)

Tetraden
sind die 16 möglichen Wörter der Länge 4 über Z2.

Äquivalenter Code
Sei C ein [n, k, d; q]-Code und G die zugehörige Generatormatrix. Dann gilt:




(i)
Zeilenoperationen





- Vertauschen





- Multiplikation mit einem Skalar ungleich 0





- Addition einer Zeile zu einer andern





verändern den Code nicht.




(ii)
Spaltenoperationen von G





- Vertauschen





- Multiplikation mit einem Skalar ungleich 0





führen zu einem äquivalenten Code




Die Parameter bleiben unverändert.
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