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4. 5 Gewichtsverteilung und Irrtumswahrscheinlichkeit

weight enumerator
Ai = |{c [image: image1.png]


 C | w (c) = i}|

Gewichtsverteilungspolynom

wC (z) = [image: image2.png]


 i=0,...,n Ai zi
Bsp
(7, 4)-Hamming-Code mit

	
	G =
	[image: image3.png]






Also e = ( 1 1 1 1 1 1 1 ) aus C. Also gilt: Ai = A 7 – i.


Es folgt:
A7 = 1 und A0 = 1,




A6 = A1 = 0,




A5 = A2 = 0
und




A4 = A3 = 7
und damit




wC (z) = 1 + 7 z3 + 7 z4 + z7
MacWilliams-Identität für binäre Codes
w C[image: image4.png]


 (z).

Sei C binärer linearer [n, k]-Code mit dualem Code C[image: image5.png]


. Dann ist
w C[image: image6.png]


 (z)  =  1/2k  (1 + z)n  wC ((1 – z) / (1 + z))

MacWilliams-Identität für lineare Codes
w C[image: image7.png]


 (z)

Sei C [n, k, d; q]-Code mit dualem Code C[image: image8.png]


. Dann ist

w C[image: image9.png]


 (z)  =  1/qk  (1 + (q – 1) z)n  wC ((1 – z) / (1 + (q – 1) z))

selbstduales Bsp
C = C[image: image10.png]


 = {00, 11} mit wC (z) = w C[image: image11.png]


 (z) = 1 + z2



Dann ist



w C[image: image12.png]


 (z) = 1/21  (1 + z)2  wC ((1 – z) / (1 + z)) = 1/2  ((1 + z)2 + (1 – z)2) = 1 + z2
Aufwand
Für großes k (und relativ großes n) leitet man die Gewichtsverteilung gemäß

MacWilliams her, da der duale Code nur die Dimension (n – k) hat und dies daher

weniger aufwendig ist.

z.B.
(r, 2)-Hamming-Code mit Dimension (2r – 1 – r),

d.h. (2 hoch (2r – 1 – r)) Codewörter.

Der zugehörige duale Code hat nur 2r Codewörter.

binärer (r, 2)-Hamming-Code C
Jedes Codewort ungleich Null des dualen Codes C[image: image13.png]


 hat das

Gewicht 2 r-1.

Das Gewichtsverteilungspolynom vom Code der Länge   n = 2r – 1 ist

1/2r ((1 + z)n + n (1 – z2) (n-1)/2 (1 – z))

p corr
Sei C ein [n, k, d; q]-Code und di die Zahl der coset leaders (Nebenklassenführer) mit

Gewicht i. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein empfangenes Wort als Codewort

(mittels Syndrom) decodiert wird und richtig ist:   p corr (c) = [image: image14.png]


 i=0,...,n [[image: image15.png]


 i p i (1 – p) n-i]

perr
Wahrscheinlichkeit, dass decodiertes Wort falsch ist:


perr (c) = 1 – pcorr (c)

pundetect (c)
Wahrscheinlichkeit, Fehler nicht zu entdecken



(d.h. empfangenes Wort wird falsch decodiert, dies wird aber nicht entdeckt)



pundetect (c) = [image: image16.png]


 i=1,...,n Ai pi (1 – p) n-i


Mit MacWilliams-Identität also:



pundetect (c) = (1 – p)n [wC (p/(1 – p)  -  1]



Denn:



pundetect (c) = [image: image17.png]


 i=1,...,n Ai pi (1 – p) n-i = [[image: image18.png]


 i=1,...,n Ai (p / (1 – p))i] (1 – p)n


und

wC (p / (1 – p)) = [image: image19.png]


 i=0,...,n Ai (p/(1 – p))i
sowie wegen A0 = 1.

error detection

Wahrscheinlichkeit, Fehler zu entdecken
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