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7.2 Zyklische Codes

zyklischer Shift
von binärem Codewort v der Länge n ist [image: image1.png]


 (v) gemäß





 {a i+1

falls i < n


(zyklische Vertauschung)



[image: image2.png]


 =
{





 {a 1

falls i = n


Es gilt:
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 ist linear,
d.h.
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 (v + w) = [image: image5.png]


 (v) + [image: image6.png]


 (w)




und
[image: image7.png]


 (a v) = a [image: image8.png]


 (v)
für a aus {0, 1}


Bsp:
v
1 0 1 1 0
1 1 1 0 0 0



[image: image9.png]


 (v)
0 1 1 0 1
1 1 0 0 0 1
Zyklischer Code
Wenn jeder Shift eines Codeworts wieder ein Codewort ist


Philosophie
Durch kombinatorische Zusatzbedingungen läßt sich die Informationsmenge

günstiger darstellen. Meist werden zyklischen Codes als linear vorausgesetzt.


Ziel:
Rechnen in geeigneten Restklassenringen über GF (2). BINÄR

Bsp
C = {000, 110, 101, 011} ist linear und zyklisch.
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 (000) = 000

[image: image11.png]


 (110) = 101

[image: image12.png]


 (101) = 011

[image: image13.png]


 (011) = 110

Konstruktion
eines zyklischen Codes



I.
Wähle v und setze C := < S > (lineare Hülle) mit




S = {v, [image: image14.png]


 (v), [image: image15.png]


 2 (v), ..., [image: image16.png]


 n-1 (v)} [image: image17.png]


 C

Erzeuger
des zyklischen Codes C ist dann v.



II.
Mittels Polynomrepräsentationen:




Wort v entsprechen dem Poynom v (x). Dann ist




[image: image18.png]


 (v) [image: image19.png]


 x  v (x) (mod 1 + x n), denn:




1 [image: image20.png]


 x n (mod 1 + x n)



Es gilt:



Codewörter zyklischer Codes sind nicht einfach Poylnome, sondern Äquivalenz-

klassen von Poynomen (da Shift i.a. Multiplikation mit x entspricht, der letzte

Eintrag muss aber an erste Stelle, also Restklassen (mod 1 + x n) bilden).

Oft reicht ein typischer Repäsentant (mit grad < n, etwa Uhren-Arithmetik) anstelle

der ganzen Restklasse 

Erzeugerpolynom

Generatorpolynom




von C ist g (x) mit minimalem Grad (n – k), wobei C zyklischer

Linearcode ist. g (x) ist eindeutig bestimmt, da keine Vielfachen

(mit Faktoren aus GF (2)) existieren.

Es gilt:

I.
g (x) Generatorpolynom eines zyklischen Coder der Länge n



<=>


g (x) teilt 1 + x n (in GF (2) [x]), d.h. mod 1 + x n


II.
c (x) aus C




      <=>




Ex. a (x) aus GF (2) [x] mit c (x) = a (x) g (x) und grad a (x) < k

FAZIT

Codewörter sind Vielfache des Erzeugerpolynoms (mit Faktoren aus GF (2) [x] )

Satz
Sei C zyklischer Linearcode der Länge n mit Erzeugendenpolynom g (x).

Für n – k = grad g (x) gilt:

(1)
C hat Dimension k

(2)
Codewörter, die den Klassen


g (x), x g (x), ..., x k-1 g (x)


entsprechen, bilden eine Basis von C.

Bsp
(1)
n = 7, g (x) = 1 + x + x 3


Basis ist dann



g (x)

=
1 + x + x 3
<-->
1 1 0 1 0 0 0



x g (x)

=
x + x 2 + x 4
<-->
0 1 1 0 1 0 0



x 2 g (x)
=
x 2 + x 3 + x 5
<-->
0 0 1 1 0 1 0



x 3 g (x)
=
x 3 + x 4 + x 6
<-->
0 0 0 1 1 0 1



x 4 g (x)
=
x 4 + x 5 + x 7
<-->
1 0 0 0 1 1 0,


wobei x 4 x 5 x 7 [image: image21.png]


 1 + x 4 + x 5 (mod 1 + x 7)

(2)
Sei zyklischer Linearcode
C =
{0000,
1010,
0101,

1111}


mit Polynomen


{0,
1 + x 2,
x + x 3,

1 + x + x 2 + x 3}



1 + x 2 (also 1 0 1 0) ist Erzeugerpolynom g (x) Warum? Minimaler Grad!



Jedes Wort aus C ist Vielfaches von g (x):



0


=
0 (1 + x 2)



x + x 3


=
x (1 + x 2)



1 + x 2


=
1 (1 + x 2)



1 + x + x 2 + x 3
=
(1 + x) (1 + x 2)







mit 1 + x [image: image22.png]


 x 4 mod (1 + x 4)



Die Vielfachen sind in GF (2) zu bilden, wenn man mit g (x) multipliziert.

Satz
g (x), das Erzeugerpolynom für den kleinsten zyklischen Linearcode der Länge n

mit (geg.) Wort v (x),

ist ggT von v (x) und (1 + x n):

g (x) = ggT (v (x), (1 + x n))

Bsp
n = 8, v = 1 1 0 1 1 0 0 0. Also
v (x) = 1 + x + x 3 + x 4

ggT ((1 + x + x 3 + x 4), (1 + x 8)) = 1 + x 2 = g (x)


Dimension des gesuchten zyklischen Linearcodes ist 6.

(vgl. Hoffman, ggT-Routinen für Polynome)
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