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7.3 Codieren und Decodieren mit zyklischen Codes

(naheliegende) Erzeugermatrix
eines zyklischen Codes ist

	
	G =
	(

(

(

(
	g (X)

X g (X)

...

X k-1 g (X)
	)

)

)

)


Bsp
(1)
C = {0000, 1010, 0101, 1111}
n = 4, k = 2



g (X) = 1 + X 2, also

	
	G = 
	(1  0  1  0)

(0  1  0  1)



(2)
C zyklisch mit n = 7, g (X) = 1 + X + X 3
n – k = 3
=>
k = 4, also

	
	G = 
	(1  1  0  1  0  0  0)

(0  1  1  0  1  0  0)

(0  0  1  1  0  1  0)

(0  0  0  1  1  0  1)
	Erzeugermatrix


Interpretation









        WICHTIG



Die Informationsstellen a 0, ..., a k-1 bilden k-dim. Raum, folglich bleiben für Code

der Länge n genau n – k Kontrollstellen.

Wähle Poylnom g (X) vom Grad n – k, das zyklischen Code der Länge n erzeugt.

Dann gilt:

Codieren der Nachricht a (X)

[image: image1.png]



Multiplikation mit g (X), also

c (X) = a (X) g (X)

Decodieren der Nachricht

[image: image2.png]



Polynomdivision

Bsp
n = 7, g (X) = 1 + X + X 3.

Also k = 7 – 3 = 4.


Codieren:
Sei a (X) = 1 + X 2 (d.h. 1 0 1 0). Dann ist


c (X) = a (X) g (X) = 1 + X + X 2 + X 5 = 1 1 1 0 0 1 0   Codewort

Decodieren:
Sei c (X) = 1 + X + X 4 + X 6. Dann ist

	
	a (X) = c (X) / g (X) =
	(1 + X +

(1 + X + 
	X 3)

X 3 +

(X 3 +
	X 4 + X6)

X 4 + X 6
X 4 + X 6)
	: (1 + X + X 3) = 1 + X 3 = 1 0 0 1


Kontrollmatrix
H definiert wie folgt:

i-te Zeile ist r i (X) der Länge n – k mit r i (X) [image: image3.png]


 X i mod g (X)

Syndrom-Polynom
ist s (X) [image: image4.png]


 w (X) mod g (X)

mit w (X) = c (X) + e (X)

Hat g (X) Grad n – k, ist der Grad von w (x) kleiner als n – k. Mit

c (X) = a (X) g (X) folgt:

s (X)
[image: image5.png]



(c (X) + e (X)) mod g (X)


[image: image6.png]



(a (X) g (X) + e (X)) mod g (X)

[image: image7.png]



e (X) mod g (X)
wegen a (X) g (X) mod g (X) [image: image8.png]


 0

Syndrompolynom w H = s, denn H ist geeignete Paritätskontrolle:


w H
=
(c + e) H

=
[image: image9.png]


 i=0,...,n-1 (c i + e i) r i (X)



[image: image10.png]



( [image: image11.png]


 i=0,...,n-1 c i x i ) mod g (X) + ( [image: image12.png]


 i=0,...,n-1 e i X i ) mod g (X)



[image: image13.png]



c (X) mod g (X) + e (X) mod g (X)


mit c (X) mod g (X) [image: image14.png]


 0


[image: image15.png]



e (X) mod g (X)

=
s (X),
d.h.


w H = s = 0
<=>
w (X) ist Codewort

Algorithmus
Decodieren zyklischer Codes



(1)
Berechne s (X) [image: image16.png]


 w (X) mod g (X) für empfangenes Wort w (X)



(2)
Bilde si (X) [image: image17.png]


 X i s (X) mod g (X) für i [image: image18.png]


 0,




das Syndrompolynom des i-ten Shifts von w (X),




bis sj mit Gewicht kleiner als t gefunden ist.




Dann ist das wahrscheinlichste Fehlerpolynom:




e (X) [image: image19.png]


 X n-j sj (X) mod (1 + X n)


Bem:
Der Algorithmus kann nur Fehlermuster e (X) korrigieren, für die

x i e (X) mod (1 + X n) für geeignetes i Grad [image: image20.png]


 n – k hat.

Es gibt allerdings Fehlermuster mit max t Fehlern, die nicht diese Eigenschaft haben.

(Man kann den Algorithmus entsprechend ändern.)
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