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7.4 Auffinden von zyklischen Codes

Grundsätzlich genügt es, geeignete Teiler von 1 + x n vom Grad n – k zu finden.

Triviale Teiler sind 1; 1 + x n.

Minimalabstand Bestimmung entsprechenden Minimalabstands ist schwierig.

irreduzibel
heißt ein Polynom f (x) aus K [x] mit grad > 0, wenn gilt:



f (x) = g (x) h (x)
=>
g oder h sind konstant



Analog zu Primzahlen in Z: Jede ganze Zahl eindeutig (bis auf Vorzeichen)

darstellbar als Primzahlen-Produkt. Das gleiche in K [x]:

f irreduzibel

<=>
(f = g h
=>
g oder h sind invertierbar)

	[image: image1.png]<=

=




	in K [x]




f prim


<=>
(f | g h

=>
f | g oder f | h)

Methode
Zerlege 1 + x n in irreduzible Faktoren, erzeuge durch beliebige Kompositionen

Teilerpolynome von 1 + x n
Teilerpolynom
1 + x n

erzeugt

Code K n 
?




1

erzeugt

Code {0}

Es gilt:
Für n = 2 r s ist 1 + x n = (1 + x s) 2 r
Anzahl

Falls n = 2 r s mit ungeradem s und

falls 1 + x s = p 1 p 2 ... p z
mit z irreduziblen Polynomen p i ist,

existieren

(2 r + 1) z


lineare zyklische Codes der Länge n

(2 r + 1) z – 2


nichttriviale lineare zyklischen Codes der Länge n

Bsp
n = 3.
1 + x 3 = (1 + x) (1 + x + x 2) ist Zerlegung in irreduzible Faktoren:


(a)
g 1 (x) = 1 – x erzeugt zyklischen Code C = {110, 011, 101, 000} mit

	
	G =
	(1  1  0)

(0  1  1)



(b)
g 2 (x) = 1 + x + x 2 erzeugt mit G = (1  1  1) den zyklischen Code C = {111, 000}


Es ist
r = 0, s = 3, z = 2. Damit erhält man:



(2 0 + 1) 2 = 4



lineare zyklische codes der Länge 3 ex., von denen 2 nichttrivial sind.

Konstruktion
aller zyklischer Codes, d.h. aller Faktoren:


Sei n ungerade.


Generiere alle Polynome
I (x) (mod 1 + x n),

so dass



I (x) = I (x) 2 (mod 1 + x n) gilt.

(Diese Polynome heißen idempotent; Summe und Produkt (mod 1 + x n) davon sind wieder idempotent.)


Bilde Partition von Z gemäß


C i = {s | s [image: image2.png]


 2 j i (mod n) mit j = 0, ..., r},

wobei 1 [image: image3.png]


 2 r mod n gelten soll.

Bsp
n = 7. Dann ist für 1 [image: image4.png]


 2 r mod 7
r = 3.

Es gilt:


C 0
=
{0}


C 1
=
{s | s [image: image5.png]


 2 j [image: image6.png]


1 mod 7, j = 0, 1, 2, 3}

=
{ s | s [image: image7.png]


 1[image: image8.png]


1 mod 7 [image: image9.png]


 s [image: image10.png]


 2 mod 7 [image: image11.png]


 s [image: image12.png]


 4 mod 7}   es ist 1 mod 7 = 8 mod 7


=
{1, 2, 4}


C 2 = C 1

C 3 = {3, 5, 6}


C 4 = C 1

C 5 = C 3

C 6 = C 3

Für jede Klasse C i bilde idempotentes c i (x) = [image: image13.png]


 j aus C i x j.


Es ist sogar jedes Polynom I (x) (mod 1 + x n) mit I (x) = [image: image14.png]


 i=0,...,k a i c i (x) idempotent.


Wir erhalten:

C 0 = {0}
mit
c 0 (x) = x 0 = 1








c 1 (x) = x + x 2 + x 4




c 3 (x) = x 3 + x 5 + x 6

Weiter gilt für alle idempotente Polynome


I (x) = a 0 c 0 (x) + a 1 c 1 (x) + a 3 c 3 (x) mit a i aus {0, 1}


Also ex. 2 3 – 1 = 7 versch. idempotente Poylnome (mod 1 + x 7). Ignoriere triviales I (x) = 0

Generatorpolynom
Jeder zyklische Code enthält eindeutiges idempotentes Polynom, das

Erzeugerpolynom:

g (x) = ggT (t (x) g (x), 1 + x n),




wobei t (x), s (x), mittels euklid. Algorithmus ermittelt wurden, für die gilt:




1 = t (x) g (x) + s (x) h (x) mit g (x) h (x) = 1 + x n
Bsp
n = 9. Mit
C 0 = {0}

C 1 = {1, 2, 4, 8, 7, 5}

C 3 = {3, 6}


erhält man

c 0 (x) = 1

c 1 (x) = x + x 2 + x 4 + x 5 + x 7 + x 8
c 3 (x) = x 3 + x 6

also I (x) = a 0 c 0 (x) + a 1 c 1 (x) + a 3 c 3 (x)
	
	idempotente Polynome
	Generatorpolynome

g (x) = ggT (I (x), 1 + x 9)

	
	1

x + x 2 + x 4 + x 5 + x 7 + x 8
x 3 + x 6
1 + x + x 2 + x 4 + x 5 + x 7 + x 8
1 + x 3 + x 6
1 + x 2 + x 3 + x 4 + x 5 + x 6 + x 7 + x 8
1 + x + x 2 + x 3 + x 4 + x 5 + x 6 + x 7 + x 8
	1

1 + x + x 3 + x 4 + x 6 + x 7
1 + x 3
1 + x + x 2
1 + x 3 + x 6
1 + x

1 + x + x 2 + x 3 + x 4 + x 5 + x 6 + x 7 + x 8
























































































































































	Codierungstheorie
	D:\netsite\maria\it_codi\doc\it_codi_7_4.doc
	Uni GH Duisburg



