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Kapitel 8: BCH-Codes

8.1 Endliche Körper

Charakteristik

p aus N mit p [image: image1.png]


 1 = 0 = 1 + ... + 1 (p-mal), z. B. p = 0 in R



In endlichen Körpern gilt: p ist prim (Primzahlcharakteristik)

Galois-Feld
Zu jeder Primzahl p und jeder Zahl r aus N ex. (bis auf Isomorphie) genau ein

endlicher Körper mit p r Elementen, nämlich GF (p r), z.B. GF (p) = Z p

Es gilt:
Endliche Körper sind kommutativ.


Multiplikative Gruppe des Körpers ist zyklisch.


< {1, 1 + 1, ..., p – 1} > = GF (p) mit Erzeuger 1


=>
GF (p r) ist eindeutiger GF (p)-Vektorraum mit Dim r


Mit Basiselementen a 0, ..,. a r ist multiplikative Struktur durch a i[image: image2.png]


a j festgelegt

WICHTIG
Man kann über Faktorringe (enthalten Kongruenzklassen mod p, GF(p)[X]/f (X))

des Polynomrings GF (p) [X] alle Galois-Felder GF (p r) erzeugen.

Bsp
Ges.:
4-elementiger Körper


Lsg.:
Für GF (2) = {0, 1} suche f (x) so, dass GF (2) [X] / f (X) Körper ist.



f (X) muss also irreduzibel sein, versuche 1 + X + X 2.

Man erhält Repräsentanten für Restklassen: 0, 1, 1+ X, X

1 + X 2 [image: image3.png]


 X mod (1 + X + X 2)

Rechnen in GF (2 2):
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primitives Polynom
irreduzibles Polynom über Körper K vom Grad n (mit n > 1), für das gilt:




Für alle m < 2 n – 1 ist f (X) ist kein Teiler von 1 + X m



Hinweis:
Für m = 2 n – 1 ist primitives Polynom Teiler von 1 + X m,

falls K Charakteristik 2 hat.

Bsp
(1a)
1 + X + X 2 ist primitiv, da es 1 + X m für m < 2 2 – 1 = 3 nicht teilt.


(1b)
1 + X + X 3 ist primitiv, da es 1 + X m für m < 2 3 – 1 = 7 nicht teilt.


(2)
Gegeben:
h (X) = 1 + X + X 3, d.h. n = grad h (X) = 3 und Körper K = GF (2)



Gesucht:
Konstruktion von GF (2 3)



h (X) ist irreduzibel und primitiv über GF (2). Codewörter stellen Polynome dar:
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X 2
X 3 [image: image5.png]


 1 + X

X 4 [image: image6.png]


 X + X 2
X 5 [image: image7.png]


 1 + X + X 2
X 6 [image: image8.png]
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	Multiplikation sinngemäß:

	
	
	
	
	(1 1 0)
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 X 3
	(0 1 1) =
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 X 2
	(1 1 1)
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 X 5


[image: image12.png]



:= X mod f (X)
aus (GF (2)) n, wobei f (X) primitives Polynom ist.

Aufwand
Gebrauch von primitiven Polynomen ist günstig, um GF (2 n) zu konstruieren. Denn:



[image: image13.png]


 i [image: image14.png]


 X i mod f (x)



Beachte: 1 [image: image15.png]


 X m mod f (X),

d.h. f (X) teilt 1 + X m


Andererseit: f (X) ist primitiv, d.h. f (X) teilt nicht 1 + X m für m < 2 n – 1



D.h. [image: image16.png]


 m [image: image17.png]


 1 für alle m < 2 n – 1
(wegen [image: image18.png]


 i = [image: image19.png]


 j mit j [image: image20.png]


 i)



<=>
[image: image21.png]


 i = [image: image22.png]


 j-i [image: image23.png]


 i , d.h. [image: image24.png]


 j-i = 1



=>
{[image: image25.png]


 i | i = 0, ..., 2 n - 2} ist (2 n – 1)-elementig und beschreibt GF (2 n)

Bsp
f (X) = 1 + X + X 4 irreduzible und primitiv
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 1 + X
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 X + X 2
X 6 [image: image28.png]


 X 2 + X 3
...

X 14 [image: image29.png]


 1 + X 3
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 2
[image: image32.png]


 3


primitives Element
[image: image33.png]


 aus GF (2 r), falls [image: image34.png]


 m [image: image35.png]


 1 für 0 < m < 2 r – 1





<=>




Jedes Wort [image: image36.png]


 0 in GF (2 r) ist darstellbar als Potenz von [image: image37.png]
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