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Kapitel 9: Reed-Solomon-Codes

9.1 Codes über GF (2 r)

vgl. Hoffman et. al.

Anwendung
NASA, ESA; CD

Körpererweiterung
Unterkörper [image: image1.png]


 Körper. Dann ist der Körper (Körper-)Erweiterung des Unterkörpers.

Konkret:

GF (2) [image: image2.png]


 GF (2 r). Dann ist GF (2 r) Körpererweiterung von GF (2)

Eigenschaften

(i)
RS-Codes sind spezielle BCH-Codes


(ii)
GF (2) [X] [image: image3.png]


 GF (2 r) [X]


(iii)
Die Codewörter in RS-Codes sind Polynome c (X) aus GF (2 r) [X]

mit grad c (X) < n.


(iv)
BCH-Codes wurden über Polynome c (X) aus GF (2) [X] definiert

(mit Vorgaben an Nullstellenmengen), z.B. 2-fehlerkorrigierender BCH-Code der

Länge n = 2 r – 1 über Poynome c GF (2) (X) aus GF (2) [X],

falls Nullstellen {[image: image4.png]


 1, [image: image5.png]


 2, [image: image6.png]


 4, [image: image7.png]


 8},

wobei [image: image8.png]


 primitives Element von GF (2 r).

Dann ist g GF (2) (X) = m 1 (X) [image: image9.png]


 m 3 (X) Erzeugerpolynom des zugehörigen

zyklischen Codes mit Minimalpoynomen m 1 (X) und m 3 (X) von [image: image10.png]


 bzw. [image: image11.png]


 3.

Verallgemeinert:

Definiere Code über Polynomen c (x) aus GF (2 r) mit Bedingung

c (X) aus C
<=>
{[image: image12.png]


 1, [image: image13.png]


 2, [image: image14.png]


 3 , [image: image15.png]


 4} sind alle Wurzeln (Nullstellen) von c (X)

Man erhält:

Die linearen Polynome (also X + [image: image16.png]


, X + [image: image17.png]


 2, X + [image: image18.png]


 3, X + [image: image19.png]


 4) aus GF (2 r) [X] haben

die obigen Nullstellen, d.h. g (X) = (X + [image: image20.png]


) (X + [image: image21.png]


 2) (X + [image: image22.png]


 3) (X + [image: image23.png]


 4) ist

Erzeugerpolynom.

Es gilt:


c (X) aus C
<=>
g (X) | c (X)

Unterkörper-Teilcode

subfield subcode
Restriktion




von C ist C GF (2) über GF (2) mit C GF (2) [image: image24.png]


 C und C GF (2) = C [image: image25.png]


 GF (2) n,

wobei Koeffizienten von C Elemente aus GF (2 r) sind und

C Blockcode der Länge n ist.


Bem
C GF (2) und C sind beide zyklisch



Bew
c (X) aus C
=>
c (X) [image: image26.png]


 X [image: image27.png]


 c (X) mod (1 + X n), denn:




c (X) – X c (X) = f (X) (1 + X n) + r (X)




Weiter gilt:




[image: image28.png]


 i Wurzel von 1 + X n bzw. c (X) bzw. X c (X), d.h. r (X) = 0


Lemma
Erzeugt g (X) zyklischen Linearcode C der Länge 2 r – 1 über GF (2 r),

ist Generator von C GF (2) dasjenige g GF (2) (X) kleinsten Grades, dessen

Nullstellen die kleinste Menge R darstellen mit

(a)
[image: image29.png]


 Wurzel von g (X)
=>
[image: image30.png]


 aus R

(b)
[image: image31.png]


 aus R
=>
[image: image32.png]


 2 aus R

Bsp
Konstruiere GF (2 4) über GF (2) mittels primitivem Element über 1 + X + X 4 (vgl. Kap 5).

g (X) = ([image: image33.png]


 + X) ([image: image34.png]


 2 + X ) = [image: image35.png]


 2 + [image: image36.png]


 5 X + X 2 erzeugt

zyklischen Linearcode über GF (2 4) der Länge 15 mit zu g (X) gehörigem Codewort

[image: image37.png]


 3  [image: image38.png]


 5  1  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0.

Weiter gilt:

g GF (2) (X) = 1 + X + X 4
[image: image39.png]



1  1  0  0  1  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0

g GF (2) (X) erzeugt den zyklischen binären Unterkörper-Teilcode über GF (2).


Bew
< g (X) > = C

=>
[image: image40.png]


, [image: image41.png]


 2 aus R, [image: image42.png]


 4 = ([image: image43.png]


 2) 2 aus R, [image: image44.png]


 8 aus R. also R = {[image: image45.png]


, [image: image46.png]


 2, [image: image47.png]


 4, [image: image48.png]


 8}

=>
g GF (2) (X) = ([image: image49.png]


 4 + X) ([image: image50.png]


 8 + X) g (X)

aus GF (2) [X]

Erzeuger
eines zyklischen Linearcodes der Länge 2 r – 1 über GF (2 r) ist



g (X) = ([image: image51.png]


 1 + X) [image: image52.png]


 ... [image: image53.png]


 ([image: image54.png]


 t + X),



wobei [image: image55.png]


 1, ..., [image: image56.png]


 t aus GF (2 r) \ {0} paarweise verschieden.

Ergebnis über zyklische Linearcodes
C der Länge n über GF (2 r):

Jedes Codewort c (X) aus C kann eindeutig geschrieben werden als

m (X) g (X)
für geeignetes m (X) aus GF (2 r) [X] mit grad m (X) < n – grad g (X).

Also: g (X) | f (X)
<=>
g (X) aus C und g (X) | 1 + X n
Es gilt:

Erzeugt g (X) mit grad g (X) = n – k einen zyklischen Linearcode C über GF (2 r) der Länge n = 2 r – 1 und Dim k, so ist

	
	G =
	(

(

(

(
	g (X)

X g (X)

...

X k-1 g (X)
	)

)

)

)
	
	eine Erzeugermatrix von C

und | C | = (2 r) k


Bsp
Konstruiere GF (2 3) mittels 1 + X + X 3 und primitivem Element [image: image57.png]


.

Sei g (X) = ([image: image58.png]


 + X) ([image: image59.png]


 2 + X) = [image: image60.png]


 3 + [image: image61.png]


 4 X + X 2.

Dann erzeugt g (X) zyklischen Linearcode der Länge 7 mit Erzeugermatrix

	
	G =
	(

(

(

(

(
	[image: image62.png]


 3
0

0

0

0
	[image: image63.png]


 4
[image: image64.png]
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0

0

0
	1

[image: image65.png]


 4
[image: image66.png]
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0
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 4
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 3
0
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 4
[image: image70.png]
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	0
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	)

)

)

)

)


C hat 8 5 Codewörter. C ist ein RS (8, 3)-Code (s. 6.3)
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