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9.2 Reed-Solomon-Codes

vgl. Hoffman et. al.

Vandermond'sche Determinante
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 t aus GF (2 r) \ {0} ist
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 primitives Element von GF (2 4), generiert über 1 + X + X 4.
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Minimalabstand
ist d (C) [image: image23.png]
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, wobei

g (X) = ([image: image25.png]


 m+1 + X) ... ([image: image26.png]
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-1 + X)

Erzeugerpolynom eines zyklischen Linearcodes C über GF (2 r) der Länge

n = 2 r – 1 ist und [image: image28.png]


 primitives Element von GF (2 r).

primitiver BCH-Code

Beliebiger zyklischer Code der Länge n = 2 r – 1 mit

Erzeugerpolynom, das als Wurzeln (Nullstellen)
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 m+1, ..., [image: image30.png]
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-1 hat.

MDS
maximum distance separable (Code der die Singleton-Schranke erreicht, vgl. 1.3)

RS (2 r, [image: image32.png]


)
Reed-Solomon-Code C ist

zyklischer Linearcode über GF (2 r) mit Erzeugerpolynom

g (X) = ([image: image33.png]


 m+1 + X) ... ([image: image34.png]
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-1 + X)

für geeignetes m und primitives Element [image: image36.png]


 aus GF (2 r).

Es gilt:

(a) n = 2 r – 1

(b) k = 2 r – [image: image37.png]



(c) d = [image: image38.png]




(d [image: image39.png]
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 folgt aus Singleton-Schranke)

(d) | C | = 2 r k

Bem
(i)
RS-Codes sind MDS wegen d = n – k + 1

(ii)
RS-Codes sind i.a. NICHT binär. Binäre Repräsentation möglich:


Stelle jedes Element aus GF (2 r) r-stellig binär dar


(Dualdarstallungen von Körpererweiterungen über dem Primkörper),


so dass die Codes Länge
r [image: image43.png]


 (2 r – 1)
erhalten.

Vorteil, falls bursts auftreten (nichtgleichverteilte Fehlereinwirkungen)

Binäre Repräsentation
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 von c aus C und [image: image45.png]


 der Code dazu

Bsp
(1)
C = RS (4, 2) mit g (X) = ([image: image46.png]


 + X) und [image: image47.png]


 primitves Element von GF (2)

mittels 1 + X + X 2.





(vgl. Hoffman, s. 145)
Es folgt:
n = 3, k = 2, d = 2 und | C | = 16 und
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)
	ist Erzeugermatrix.


Beachte: 0 0, 1 0, 0 1, 1 1 repräsentiert 0, 1, [image: image50.png]
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	c = u G
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	Die 16 Nachrichten u mit binären Repräsentationen [image: image54.png]


 ergeben Codewörter c = u G. 
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(2)
Die Längen von RS (2 r, [image: image95.png]


) sind festgelegt: n = 2 r – 1. Falls n für Anwendungen zu

groß ist, kann man Codes durch verkürzen (s. 3.3) erhalten:

Für jede natürliche Zahl s mit 0 < s < 2 r – [image: image96.png]


 und jeden RS (2 r, [image: image97.png]


)-Code C erhält man

verkürzten RS (2 r, [image: image98.png]


)-Code C (s), indem man alle Codewörter mit s letzten Stellen 0

betrachtet (c = a 1 ... a n mit a n – (s – 1) = ... = a n = 0)

und diese s letzten Nullen darin wegläßt (c (s) = a 1 ... a n – (s – 1)).

z.B. verkürzter RS (4, 2) = RS (2 2, 2) = C:

C (1) ist festgelegt durch alle c aus C, die mit 0 enden, d.h.

0 0 0, [image: image99.png]


 1 0, [image: image100.png]
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 2 0, also
C (1) = {0 0, [image: image103.png]


 1, [image: image104.png]
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(3)
Benutzt man polynomiale Darstellung von RS (2 r, [image: image107.png]


), wird C (s) durch die Menge

der Polynome in C vom grad < n – s = 2 r – 1 – s repräsentiert.

D.h. für Erzeugerpolynom g (X) von C ist C (s) die Menge der Polynome

c (X) = a (X) g (X) mit grad a (X) < k – s = 2 r - [image: image108.png]


 - s. Die Erzeugermatrix ist

	
	G (s) =
	(

(

(

(
	g (X)

X g (X)

...

X k-s-1 g (X)
	)

)

)

)


Vergleiche G (s) von C (s) mit G von C:

Die letzten s Spalten in G werden gestrichen, dei Zeilen bleiben erhalten, G (s) entsteht.

Minimalabstand d (s) = d (C (s)) [image: image109.png]


 d (C) = [image: image110.png]


, da nur Nullen (genau: gleiche Zeichen in gleichen Positionen) gestrichen werden.

Weiter gilt: n (s) = n – s = 2 r – 1 – s und dim C (s) = k (s) = k – s = 2 r – [image: image111.png]


 – s

Mit Singleton-Schranke: d (s) [image: image112.png]


 n (s) – k (s) + 1 = 2 r – 1 – s – (2 r – [image: image113.png]


 – s) + 1 = [image: image114.png]



=>
d (s) [image: image115.png]
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, also d (s) = [image: image119.png]



Parameter von C (s)
gekürzter Code von RS (2 r, [image: image120.png]


)-Code C:

n (s) = 2 r – 1 – s

Länge
k (s) = 2 r – [image: image121.png]


 – s

Dimension
d (s) = [image: image122.png]





Minimalabstand

Also ist C (s) ein MDS-Code.
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