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9.3 Decodieren von RS-Codes

vgl. Hoffman et. al.

Koordinaten
von RS (2 r, [image: image1.png]


)-Codes sind mit 0, ..., n – 1 etikettiert

Ziffern

in RS (2 r, [image: image2.png]


)-Codes sind aus GF (2 r)

error locator polynom

Fehlerstellenpolynom

[image: image3.png]


 A (X) := (a 1 + X) (a 2 + X) ... (a e + X),

wobei A = {a 1, ..., a e} die Menge der Wurzeln ist (vgl. 5.5)

error locations

Fehlerstellen

eines empfangenen Wortes sind Koordinaten, in denen das (wahrscheinlichste) Fehlermuster nichtnull ist.

error location number
Fehlerstellen-Nummer

[image: image4.png]


 j, wobei die j-te Koordinate des empfangenen Wortes error location ist.

Es gilt:

Im Algorithmus (vgl. 5.5) findet man die error location numbers des wahrscheinlichsten Fehlermusters in (4)

d.h. falls s 1 3 = s 3

=>
Einzehlfehler in Position i, wobei s 1 = [image: image5.png]


 i
und in (6)

d.h. zwei verschiedene Wurzeln [image: image6.png]


 i und [image: image7.png]


 j im Fehler-Lokalisierungspolynom

X 2 + s 1 X + ((s 3 / s 1) + s 1 2) = 0
=>
Fehlerpositionen i und j korrigieren
error magnitude
einer error location i ist Element aus GF (2 r), das in der Koordinate i des

(wahrscheinlichsten) Fehlermusters auftaucht.

Es gilt:

Bei 2-fehlerkorrigierenden BCH-Codes, d.h. über GF (2),

müssen alle error magnitudes 1 sein.

Diese sind völlig bestimmt durch die error locations.

Für Codes über GF (2 r) mit r > 1 ist das nicht so:

Um RS-Codes zu decodieren, muss man error locations mit entsprechenden

error magnitudes finden.

Bsp
RS (8, 3)-Code (s. 6.1).

Sei
c = [image: image8.png]


 3 [image: image9.png]


 4 [image: image10.png]


 0 0 0 0 0 gesendet

und
w = [image: image11.png]


 3 [image: image12.png]


 4 [image: image13.png]


 5 0 0 0 0 empfangen.

Dann ist

c + w = e = 0 0 [image: image14.png]


 4 0 0 0 0

das wahrscheinlichste Fehlermuster.

Also ist die error location number [image: image15.png]


 2 (klar) und

die entsprechende error magnitude [image: image16.png]


 4 (klar, falls [image: image17.png]


 0 + [image: image18.png]


 5 = [image: image19.png]


 4).

Vorbemerkung
zum Algorithmus

Geg:
RS (2 r, [image: image20.png]


)-Codes (und entsprechende BCH-Unterkörper-Teilcodes)

mit Erzeugerpolynom

g (X) = ([image: image21.png]


 m+1 + X) ([image: image22.png]


 m+2 + X) ... ([image: image23.png]


 m+[image: image24.png]


-1 + X),

wobei [image: image25.png]


 primitives Element von GF (2 r) ist.

Ges:
Decodier-Algorithmus

Sei t := [([image: image26.png]


 – 1) / 2] wie üblich; seien a 1, ..., a e mit b 1, ..., b e die error location numbers mit entsprechenden error magnitudes, wobei e [image: image27.png]


 t

(im Bsp. oben t = 1 und a 1 = [image: image28.png]


 2 (Fehler in der zweiten Position) mit b 1 = [image: image29.png]


 4).

Für e < t definiere günstigerweise:

a i = 0 für e + 1 [image: image30.png]


 i [image: image31.png]


 t, wenn solche error locaitons nicht existieren.

Dann kann man [image: image32.png]


 – 1 Syndrome s m+1, ..., s m+[image: image33.png]


-1 berechnen, wobei

(6.1)
s j = w ([image: image34.png]


 j)
für m + 1 [image: image35.png]


 j [image: image36.png]


 m + [image: image37.png]


 – 1.

(Entspricht der Definition von s 1 und s 3 in 2-fehlerkorrigierenden BCH-Codes.)

[image: image38.png]


 j ist Wurzel von g (X) für m + 1 [image: image39.png]


 j [image: image40.png]


 m + [image: image41.png]


 – 1

=>
[image: image42.png]


 j ist Wurzel für alle Codewörter, also

(6.2)
s j = w ([image: image43.png]


 j) = c ([image: image44.png]


 j) + e ([image: image45.png]


 j) = e ([image: image46.png]


 j) = [image: image47.png]


 i=1,...,t b i a i j
Decodierungsproblem
Finde effektiven Lösungsweg von 2 e der ([image: image48.png]


 – 1) Gleichungen

aus (6.2) für die Unbekannten a 1, ..., a e, b 1, ..., b e.

Beachte: 2 e [image: image49.png]


 2 t [image: image50.png]


 [image: image51.png]


 – 1

Schwierigkeit
Nichtlinearität wegen Potenzierung der a i bis zur j-ten Potenz.

Lösungsweg
Man findet leicht ein Polynom mit Wurzeln a 1, ..., a e (vgl. (6) im Alg. in 5.5)

Sei A = {a 1, ..., a e}. Definiere [image: image52.png]


 j als Koeffizient von X j im error locator polynom

(6.3)
[image: image53.png]


 A (X) = (a 1 + X) ... (a e + X).

Man erhält (nach Erweiterung des Produkts):

(6.4)
[image: image54.png]


 A (X) = [image: image55.png]


 0 + [image: image56.png]


 1 X+ ... + [image: image57.png]


 e-1 X e-1 + X e
Multipliziere mit b i a i j für jedes i mit 1 [image: image58.png]


 i [image: image59.png]


 e.

Substituiere   X = a i.

Summiere beide Seiten über i mit 1 [image: image60.png]


 i [image: image61.png]


 t; man erhält [image: image62.png]


 A (a i) = 0. Es folgt:

(6.5)
0 = ([image: image63.png]


 i=1,...,t b i a i j) [image: image64.png]


 0 + ([image: image65.png]


 i=1,...,t b i a i j+1) [image: image66.png]


 1 + ... + [image: image67.png]


 i=1,...,t b i a i j+e
0 = s j [image: image68.png]


 0 + s j+1 [image: image69.png]


 1 + ... + s j+e
<=>

s j+e = s j [image: image70.png]


 0 + s j+1 [image: image71.png]


 1 + ... + s j+e-1 [image: image72.png]


 e-1.

s m+1, ..., s m+2e sind bekannt.

Substituiere   j = m+1, ..., m+e

Man erhält   e   lineare Gleichungen in Unbekannten [image: image73.png]


 0, ..., [image: image74.png]


 e-1.

In Matrixform:

(Die i-te Zeile wird mit   j = m + i   dargestellt, s. (6.5))

	
	(6.6)
	[image: image75.png]Smet Sme2 Smee oo Smeest
Smz Smi3 Smeert a1 Smiez

Smre Smeet Smezent e Smize
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M hat vollen Rang, denn:

	
	M =
	[image: image76.png]a
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	voller Rang
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da a 1, ..., a e verschieden und a 1, ..., a e, b 1, ..., b e nichtnull.

D.h. (6.6) ist lösbar für [image: image77.png]


 0, ..., [image: image78.png]


 e-1.

Falls Decodierer mit   e = t   beginnt (natürlich ist e zunächst unbekannt), ist M eine

(t x (t+1))-Matrix mit Rang   e   (u.a. wegen   a i = 0   für   e + 1 [image: image79.png]


 i [image: image80.png]


 t).

Decodierer kennt nun e.

Finde a 1, ..., a e durch Substitution der Körperelemente in [image: image81.png]


 A (X) = [image: image82.png]


 0 + [image: image83.png]


 1 X + ... + X e,

denn:

Wurzeln von [image: image84.png]


 A (X) sind genau a 1, ..., a e. Jetzt suche Variable b 1, ..., b e dadurch, dass (6.3) in Matrixform dargestellt wird:

	
	(6.7)
	[image: image85.png]





hat vollen Rang, da a 1, ..., a e verschieden und nichtnull, d.h. lösbar.

Definiere erweiterte Matrix M', die aus M durch Hinzufügen einer Spalte e + 1 entsteht

(M ist rechte Seite von (6.6)):

	
	M' =
	[image: image86.png]Smtl Sz Smbetl

Sme2 Smis Smesz

Sre S mterl ... Smeze






Algorithmus
zum Decodieren von RS-Codes

Geg:
Codewort in RS (2 r, [image: image87.png]


)-Code C mit Erzeugerpolynom

g (X) = ([image: image88.png]


 m+1 + X) ... ([image: image89.png]


 m+[image: image90.png]


-1 + X) wird gesendet, w wird empfangen.

Sei t = [([image: image91.png]


– 1) / 2]

Ges:
Nächstes Codewort zu w in C.

1.
Berechne s j = w ([image: image92.png]


 j) für m + 1 [image: image93.png]


 j [image: image94.png]


 m + 2 t

2.
Setze e = t.

Ermittle Rang von M':

	
	Rg M' =
	Rg
	[image: image95.png]Smtl Sz Smbetl

Sme2 Smis Smesz

Sre S mterl ... Smeze






3.
Sei e = Rang M'.

Löse Gleichungssystem (6.6) für [image: image96.png]


 0, ..., [image: image97.png]


 e-1:

	
	[image: image98.png]Smet Sme2 Smee oo Smeest
Smz Smi3 Smeert a1 Smiez

Smee Smeest Smezest Teq Smeze






4.
Finde Wurzeln von

[image: image99.png]


 A (X) = [image: image100.png]


 0 + [image: image101.png]


 1 X + ... + X e.
Diese sind error location numbers a 1, ..., a e.

5.
Löse lineares System (6.7) für b 1, ..., b e:

	
	[image: image102.png]





Diese Lösungen b 1, ..., b e sind error magnitudes von a 1, ..., a e.

Damit ist das wahrscheinlichste Fehlermuster vollständig bestimmt.

Bsp
Sei g (X) = (1 + X) ( [image: image103.png]


 + X) ([image: image104.png]


 2 + X) ([image: image105.png]


 3 + X) = [image: image106.png]


 6 + [image: image107.png]


 5 X + [image: image108.png]


 5 X 2 + [image: image109.png]


 2 X 3 + X 4
Erzeugerpolynom eines RS (2 3, 5)-Codes (also m = – 1, t = 2),

wobei GF (2 3) mittels 1 + X + X 3 konstruiert wird.

Empfangenes Wort: w = [image: image110.png]


 6 [image: image111.png]


 [image: image112.png]


 5 [image: image113.png]


 2 1 0 [image: image114.png]


 2

Wende Algorithmus an:

1.
m = – 1, [image: image115.png]


 = 5.
Berechne s i,   i = 0, 1, 2, 3:

s 0 = w ([image: image116.png]


 0) = w (1)
=
[image: image117.png]


 6 + [image: image118.png]


 + [image: image119.png]


 5 + [image: image120.png]


 2 + 1 + 0 + [image: image121.png]


 2
= 1

s 1 = w ([image: image122.png]


)

=
[image: image123.png]


 6 + [image: image124.png]


 2 + [image: image125.png]


 7 + [image: image126.png]


 5 + [image: image127.png]


 4 + 0 + [image: image128.png]


 8
= [image: image129.png]


 3
s 2 = w ([image: image130.png]


 2)

=
[image: image131.png]


 6 + [image: image132.png]


 3 + [image: image133.png]


 9 + [image: image134.png]


 8 + [image: image135.png]


 8 + 0 + [image: image136.png]


 14
= [image: image137.png]


 3
s 3 = w ([image: image138.png]


 3)

=
[image: image139.png]


 6 + [image: image140.png]


 4 + [image: image141.png]


 11 + [image: image142.png]


 11 + [image: image143.png]


 12 + 0 + [image: image144.png]


 20
= 1
2.
Setze e = t = 2. Dann ist

	
	M' =
	(

(
	1

[image: image145.png]


 3
	[image: image146.png]


 3
[image: image147.png]


 3
	[image: image148.png]


 3
1
	)

)


Zeilenvereinfachung liefert

	
	(

(
	1

0
	[image: image149.png]


 3
[image: image150.png]


 4
	[image: image151.png]


 3
[image: image152.png]


 2
	)

)
	mit Rang 2.


3.
M' hat vollen Rang
=>
e = 2. Löse

	
	M
	(

(
	[image: image153.png]


 0
[image: image154.png]


 1
	)

)
	=
	(

(
	s 2
s 3
	)

)


d.h. nach Zeilenvereinfachung löse

	
	(

(
	1

0
	[image: image155.png]


 3
[image: image156.png]


 4
	)

)
	(

(
	[image: image157.png]


 0
[image: image158.png]


 1
	)

)
	=
	(

(
	[image: image159.png]


 3
[image: image160.png]


 2
	)

)


Man erhält
[image: image161.png]


 4 [image: image162.png]


 1+ [image: image163.png]


 2 = 0

und
[image: image164.png]


 0 + [image: image165.png]


 3 [image: image166.png]


 5 + [image: image167.png]


 3 = 0, also



[image: image168.png]


 1 = [image: image169.png]


 5

und
[image: image170.png]


 0 = 1

4.
error locator polynom [image: image171.png]


 A (X) = [image: image172.png]


 0 + [image: image173.png]


 1 X + X 2 = 1 + [image: image174.png]


 5 X + X 2.

Setze Körperelemente in [image: image175.png]


 A (X) ein

=>
[image: image176.png]


 A ([image: image177.png]


) = 0 und [image: image178.png]


 A ([image: image179.png]


 6) = 0

=>
[image: image180.png]


 A (X) = 1 + [image: image181.png]


 5 X + X 2 = ([image: image182.png]


 + X) ([image: image183.png]


 6 + X)

=>
error location numbers a 1 = [image: image184.png]


 und a 2 = [image: image185.png]


 6
5.
Löse

	
	(

(
	1

[image: image186.png]



	1

[image: image187.png]


 6
	)

)
	(

(
	b 1
b 2
	)

)
	=
	(

(
	1

[image: image188.png]


 3
	)

)
	bzw.


	
	(

(
	1

0
	1

[image: image189.png]


 5
	)

)
	(

(
	b 1
b 2
	)

)
	=
	(

(
	1

1
	)

)


=>
[image: image190.png]


 5 b 2 = 1
und
b 1 + b 2 = 1, also


b 2 = [image: image191.png]


 2
und
b 1 = 
[image: image192.png]


 6
=>
wahrscheinlichstes Fehlermuster ist 
e = 0 [image: image193.png]


 6 0 0 0 0 [image: image194.png]


 2
und damit


wahrscheinlichstes Codewort

c = w + e = [image: image195.png]


 6 [image: image196.png]


 5 [image: image197.png]


 5 [image: image198.png]


 2 1 0 0

Bsp
g (X)
=
(1 + X) ([image: image199.png]


 + X) ([image: image200.png]


 2 + X) ([image: image201.png]


 3 + X) ([image: image202.png]


 4 + X) ([image: image203.png]


 5 + X)

(vgl. 6.1)


=
1 + [image: image204.png]


 4 X + [image: image205.png]


 2 X 2 + [image: image206.png]


 X 3 + [image: image207.png]


 12 X 4 + [image: image208.png]


 9 X 5 + X 6
Erzeugerpolynom eines RS (2 4, 7)-Codes (d.h. m = – 1,   t = 3),

wobei GF (2 4) konstruiert ist durch 1 + X + X 4 (vgl. 5.1)

Empfangen: w (X) = 1 + [image: image209.png]


 4 X + [image: image210.png]


 X 3 + [image: image211.png]


 9 X 5 + X 6
1.
s 0 = w ([image: image212.png]


 0) = w (1)
=
1 + [image: image213.png]


 4 + [image: image214.png]


 + [image: image215.png]


 9 + 1

= [image: image216.png]


 7
s 1 = w ([image: image217.png]


)

=
1 + [image: image218.png]


 5 + [image: image219.png]


 4 + [image: image220.png]


 14 + [image: image221.png]


 6
= 1

s 2 = w ([image: image222.png]


 2)

=
1 + [image: image223.png]


 6 + [image: image224.png]


 7 + [image: image225.png]


 19 + [image: image226.png]


 12
= [image: image227.png]


 9
s 3 = w ([image: image228.png]


 3)

=
1 + [image: image229.png]


 7 + [image: image230.png]


 10 + [image: image231.png]


 24 + [image: image232.png]


 18
= [image: image233.png]


 12
s 4 = w ([image: image234.png]


 4)

=
1 + [image: image235.png]


 8 + [image: image236.png]


 13 + [image: image237.png]


 29 + [image: image238.png]


 24
= [image: image239.png]


 9
s 5 = w ([image: image240.png]


 5)

=
1 + [image: image241.png]


 9 + [image: image242.png]


 16 + [image: image243.png]


 34 + [image: image244.png]


 30
= [image: image245.png]


 7
2.
Bestimme den Rang von M'

	
	M' =
	[image: image246.png]l
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Also Rg M = 2
=>
wahrscheinlichstes Fehlermuster hat das Gewicht 2

3.
e = 2. Löse

	
	(

(
	[image: image247.png]


 7
1
	1

[image: image248.png]


 9
	)

)
	(

(
	[image: image249.png]


 0
[image: image250.png]


 1
	)

)
	=
	(

(
	[image: image251.png]


 9
[image: image252.png]


 12
	)

)
	vereinfacht zu


	
	(

(
	[image: image253.png]


 7
0
	1

[image: image254.png]


 12
	)

)
	(

(
	[image: image255.png]


 0
[image: image256.png]


 1
	)

)
	=
	(

(
	[image: image257.png]


 9
[image: image258.png]


 7
	)

)


=>
[image: image259.png]


 12 [image: image260.png]


 1 + [image: image261.png]


 7 = 0
und
[image: image262.png]


 7 [image: image263.png]


 0 + [image: image264.png]


 1 + [image: image265.png]


 9 = 0

=>
[image: image266.png]


 1 = [image: image267.png]


 10
und
[image: image268.png]


 0 = [image: image269.png]


 6
4.
[image: image270.png]


 A (X) = [image: image271.png]


 6 + [image: image272.png]


 10 X + X 2 = ([image: image273.png]


 2 + X) ([image: image274.png]


 4 + X)

=>
a 1 = [image: image275.png]


 2 und a 2 = [image: image276.png]


 4

5.
Löse

	
	(

(
	1

[image: image277.png]


 2
	1

[image: image278.png]


 4
	)

)
	(

(
	b 1
b 2
	)

)
	=
	(

(
	[image: image279.png]


 7
1
	)

)
	also


	
	(

(
	1

0
	1

[image: image280.png]


 10
	)

)
	(

(
	b 1
b 2
	)

)
	=
	(

(
	[image: image281.png]


 7
[image: image282.png]


 7
	)

)


=>
b 2 = [image: image283.png]


 12
und
b 1 = [image: image284.png]


 2

=>
wahrscheinlichstes Fehlermuster ist


e = 0  0  [image: image285.png]


 2  0  [image: image286.png]


 12  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0

und damit


das wahrscheinlichste Codewort


c = w + e = 1  [image: image287.png]


 4  [image: image288.png]


 2  [image: image289.png]


  [image: image290.png]


 12  [image: image291.png]


 9  1  0  0  0  0  0  0  0  0


Beachte
Dieses Decodierschema ist unabhängig von der zyklischen Natur des Codes.

Daher funktioniert es auch für verkürzte RS (2 r, [image: image292.png]


)-Codes der Länge n!
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