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Kapitel 1: Lineare Gleichungssysteme – direkte Lösungsmethoden

§ 1 Matrizen

Mn (R)

Menge der quadratischen Matrizen über R (analog über C) mit Matrizen

A = (ajk) j,k=1,...,n, wobei n aus N und ajk [image: image1.png]


 R (bzw. C).

Ring, der Nullteiler enthält
(Mn (R), +, [image: image2.png]


 )   bzw.   (Mn (C), +, [image: image3.png]


 )





Bew: A[image: image4.png]


 B = 0 mit

	
	[image: image5.png]



	
	[image: image6.png]





Ring
(R, +, [image: image7.png]


 ) mit


(R, +) ist abelsche Gruppe

(R, [image: image8.png]


 ) ist
assoziativ und

distributiv bzgl. +, d.h.   a (b + c) = ab + ac   und   (a + b) c = ac + bc.


R heißt kommutativ, wenn [image: image9.png]


 kommutativ ist.


R hat Einselement, falls 1 aus R ex. mit   1 [image: image10.png]


 a = a [image: image11.png]


 1 = a   für alle a [image: image12.png]


 R..

diag (A) = diag (a11, ..., ann) mit ajk = 0 für j [image: image13.png]


 k, also Diagonalelemente von A, der Rest ist 0.

obere Dreiecksmatrix
Falls ajk = 0 für j > k.

( o \ * )
positive Matrix
A > 0, falls ajk > 0.

transponiert
A' = At = (ajk') mit ajk' = akj ist transponiert zu A.

hermitesch
AH = ([image: image14.png]


jk) mit [image: image15.png]


jk ist zu akj konjugiert komplexe Zahl, d.h. für



a = x + iy ist [image: image16.png]


 = x – iy.



Für reelle Matrizen ist also At = AH.

normal

Falls A AH = AH A

unitär:
Falls A AH = AH A = I

orthogonal
unitäre Matrix, die aus Mn (R) ist. D.h. At = AH für reelle Einträge: A At = At A = I

symmetrisch
At = A. Ist A [image: image17.png]


 M n, so sind At A und A At symmetrisch.

schiefsymmetrisch
At = – A

positiv definit
A [image: image18.png]


 M n (C), wobei für   x = (x1, ..., xn) [image: image19.png]


 C n   mit   x [image: image20.png]


 0   gilt:
xH A x > 0.

Vektor-Norm
auf Rn (bzw. C n) ist Abbildung ||.||: Rn [image: image21.png]


 R   (bzw. ||.||: C n [image: image22.png]


 R) mit



(1)
|| x || > 0
für alle x [image: image23.png]


 0


(2)
|| x || = 0
<=>
x = 0


(3)
|| [image: image24.png]


 [image: image25.png]


 x || = | [image: image26.png]


| [image: image27.png]


 || x ||
mit [image: image28.png]


 [image: image29.png]


 R


(4)
|| x + y || [image: image30.png]


 || x || + || y ||

Tschebyscheff-Norm
|| x || [image: image31.png]


 = Max 1 [image: image32.png]


 k[image: image33.png]


 n | xk |
für x [image: image34.png]


 Rn (bzw. C n).       "Betrags-Maximum"

Euklidische Norm   l2-Norm   || x || 2 = [[image: image35.png]


 k=1,..,n | xk | 2] 1/2 = [image: image36.png]


([image: image37.png]


 k=1,...,n |xk|2)   für x [image: image38.png]


 Rn (bzw. C n).

l1-Norm
|| x || 1 = [image: image39.png]


 k=1,..,n | xk |
für x [image: image40.png]


 Rn (bzw. C n). (Auch: Betragssummen-Norm)

Bsp
Einheitskugel
|| x || [image: image41.png]


 1 im R2.

	
	l2-Norm / Euklidische Norm

|| x || 2 [image: image42.png]


 1:

x12 + x22 [image: image43.png]


 1
	[image: image44.png]





	
	Tschebyscheff-Norm

|| x || [image: image45.png]


 [image: image46.png]


 1:

Max ( | x1 | , | x2 | ) [image: image47.png]


 1
	[image: image48.png]





	
	l1-Norm / Betragssummennorm

|| x || 1 [image: image49.png]


 1:

| x1 | + | x2 | [image: image50.png]


 1
	[image: image51.png]





Entfernung von x und y im Rn
|| x – y ||

Matrix-Norm
N: Mn (C) [image: image52.png]


 R mit



(1)
N (A) > 0



[image: image53.png]


 A [image: image54.png]


 0
Definit



(2)
N ([image: image55.png]


 [image: image56.png]


 A) = | [image: image57.png]


 | [image: image58.png]


 N (A)

[image: image59.png]


 [image: image60.png]


 [image: image61.png]


 C
Homogen


(3)
N (A + B) [image: image62.png]


 N (A) + N (B)

subadditiv
Dreiecksungleichung



(4)
N (A [image: image63.png]


 B) [image: image64.png]


 N (A) [image: image65.png]


 N (B)



submultiplikativ
Matrix-Normen
A = (ajk) [image: image66.png]


 Mn (C)



Zeilensummennorm
|| A || [image: image67.png]


 = || A || Z = Max 1 [image: image68.png]


 j [image: image69.png]


 n {[image: image70.png]


 k=1,...,n | ajk | }






Elemente für jede Zeile einzeln addieren, Max über alle Zeilen bilden



Spaltensummennorm
|| A || S = Max 1 [image: image71.png]


 k [image: image72.png]


 n {[image: image73.png]


 j=1,...,n | ajk | }






Elemente für jede Spalte einzeln addieren, Max über alle Spalten bilden



Frobenius-Norm
Schur-Norm (Euklid. Norm)






|| A || E = [[image: image74.png]


 j,k=1,...,n | ajk | 2] 1/2


Bew
(1)
Definit: || A || ([image: image75.png]


, E, S) > 0: || A || ([image: image76.png]


, E, S) = 0   <=>   A = 0




(2)
Homogen: Klar




(3)
subadditiv || A || Z, S klar. || A || E: Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Aus den Übungen

Matrix-Normen
N sei beliebige Matrix-Norm, At transponierte und T reguläre Matrix

duale Matrix-Norm

ND (A) := N (At)

transformierte Matrix-Norm
 NT (A) := N ( T –1 A T )

lub und || . || S
Für jedes A [image: image77.png]


 Mn (C) gilt:
|| A || S = lub1 (A)

verträglich
(kompatibel) mit der Vektor-Norm ||.|| ist Matrix-Norm N, wenn




|| A [image: image78.png]


 x || = N (A) [image: image79.png]


 || x ||

für alle A [image: image80.png]


 Mn (C) und alle x [image: image81.png]


 C.

l u b
least upper bound ("kleinste obere Schranke")


lub (A) = sup x [image: image82.png]


 0 [ ( || A x || ) / ( || x || ) ]

mit Norm || . || auf C n

ist  eine mit || . || verträgliche Matrix-Norm.

lub 1 (A)
= sup x [image: image83.png]


 0 [ ( || A x || 1 ) / || x || 1] = || A || S
lub[image: image84.png]


 (A)
= sup x [image: image85.png]


 0 [ ( || A x || [image: image86.png]


 ) / || x || [image: image87.png]


] = || A || Z


Zeilensummennorm kompatibel mit ||.|| [image: image88.png]


.

lub 2 (A)
[image: image89.png]


 || A || E:




AUSNAHME!!!

WICHTIG!



|| A [image: image90.png]


 x || 2 [image: image91.png]


 || A || E [image: image92.png]


 || x || 2
mit x [image: image93.png]


 C n (n > 1) und A [image: image94.png]


 M n (C).



Euklidische Matrix-Norm ist zu KEINER Vektor-Norm die zugeordnete lub-Norm.

Eigenwert
EW von A [image: image95.png]


 Mn (C) ist [image: image96.png]


 [image: image97.png]


 C, wenn   (A – [image: image98.png]


 [image: image99.png]


 I) x = 0
eine nicht-triviale Lösung hat.



Eigenvektor EV zu [image: image100.png]


 ist dann x [image: image101.png]


 0.

Charakteristisches Polynom ist   det (A – [image: image102.png]


 [image: image103.png]


 I).



Eigenwerte von A sind die Lösungen von   det (A – [image: image104.png]


 [image: image105.png]


 I) = 0,

d.h. genau n Stück (Vielfachheit beachten).

	Determinante
	det (A) = | ajk | =
	[image: image106.png]




	
	[image: image107.png]



	= a11 a22 – a12 a21




und Regel von Sarrus nur für Determinanten dreireihiger Matrizen A3:

[image: image108.png]





= det (A3) = a11 a22 a33 + a12 a23 a31 + a13 a21 a32 – a13 a22 a31 – a11 a23 a32 – a12 a21 a33
Adjunkte
Aik ist die Matrix, die sich aus A ergibt, wenn man die i-te Zeile und die k-te Spalte

streicht und dann mit (-1) i+k multipliziert.

Entwicklung nach der i-ten Zeile
det (A) = [image: image109.png]


 k=1,...,n aik Aik

Entwicklung nach der i-ten Spalte
det (A) = [image: image110.png]


 i=1,...,n aik Aik
Spektrum
von A [image: image111.png]


 M n (C) ist Menge der Eigenwerte:



[image: image112.png]


 (A) = {[image: image113.png]


1, ..., [image: image114.png]


n} [image: image115.png]


 C,

wobei [image: image116.png]


j die Eigenwerte sind.

Spektralradius
von A [image: image117.png]


 Mn (C) ist betragsmäßig größter Eigenwert:




[image: image118.png]


 (A) = Max 1 [image: image119.png]


 j [image: image120.png]


 n | [image: image121.png]


j |,      wobei [image: image122.png]


j die Eigenwerte sind.

Lemma
Sei A [image: image123.png]


 Mn (C). Dann gilt:



(a)
[image: image124.png]


 (At) = [image: image125.png]


 (A)


(b)
[image: image126.png]


 [image: image127.png]


 [image: image128.png]


 (A)
=>
[image: image129.png]


2 [image: image130.png]


 [image: image131.png]


 (At A)

(c)
Sei B [image: image132.png]


 M n (C) mit det B [image: image133.png]


 0.   Dann folgt:   [image: image134.png]


 (A) = [image: image135.png]


 (B –1 A B).

Satz von Hirsch
Für jede Matrix-Norm N gilt:





WICHTIG




[image: image136.png]


 (A) [image: image137.png]


 N (A)
für alle A [image: image138.png]


 Mn (C)




Bew
Sei [image: image139.png]


 [image: image140.png]


 [image: image141.png]


 (A), x [image: image142.png]


 0 zugehöriger EV und ||.|| die zu

N kompatible Vektor-Norm:

Aus A x = [image: image143.png]


 x folgt:
|| [image: image144.png]


 x || = || A x ||

=>
| [image: image145.png]


 | [image: image146.png]


 || x || [image: image147.png]


 N (A) [image: image148.png]


 || x ||

=>
| [image: image149.png]


 | [image: image150.png]


 N (A)

l u b und Spektralradius
Zu jedem A [image: image151.png]


 M n (C) und jedem [image: image152.png]


 > 0 gibt es eine

Vektor-Norm, so dass für die zugeordnete lub-Norm für Matrizen gilt:





[image: image153.png]


 (A) [image: image154.png]


 lub (A) [image: image155.png]


 [image: image156.png]


 (A) + [image: image157.png]


 




WICHTIG

[image: image158.png]


n
Menge der Matrix-Normen für Matrizen aus Mn.


Es gilt:
[image: image159.png]


 (A) = inf N (A),     N [image: image160.png]


 [image: image161.png]


n.

infimum
größte untere Schranke

Aus den Übungen

Kreis x2 + y2 = 1

Parabel y2 = 2x

Quadrat Q = { (x, y) | 0 [image: image162.png]


 x, y [image: image163.png]
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