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§ 2 Das Gaußsche Eliminationsverfahren

GEV
Obere Dreiecksmatrix (durch Vertauschen von Zeilen bzw. Subtrahieren eines Vielfachen

einer Zeile von einer andern) mit Spaltenpivotsuche herstellen, um rückwärts die Lösungen

xn, ..., x2 in die darüber liegende Zeile einsetzen zu können, als erstes erhält man so:

xn = b'n / a'nn.

Gegeben:
A m x n: Rn[image: image1.png]


 Rm und b [image: image2.png]


 Rm
Gesucht:
x [image: image3.png]


 Rn mit

(1) A x = b, d.h.
a 11 x1 + ... + a 1n xn = b1



...



a m1 x1 + ... + a mn xn = bn

Zusatzvoraussetzung:
(2) A [image: image4.png]


 Mn (R) mit det A [image: image5.png]


 0





(3) x = A –1 [image: image6.png]


 b




(4) xj = (det Aj) / (det A)
mit j = 1, ..., n, wobei

	
	A j =
	[image: image7.png]an atin b1 8rim a1
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WICHTIG:


Ist A eine quadratische reguläre Matrix, so ist GEV mit Zeilenvertauschung durchführbar.

Aufwand n = 10:
11 Determinanten für (10 x 10)-Matrizen: ca. 8 [image: image8.png]


 107 Rechenoperationen




Gaußsches Eliminationsverfahren: ca. 900 Rechenoperationen

Pivot-Element

Betragsmäßig größtes Element der 'Restspalte'. Wozu das größte?




Um numerische Stabilität zu erhöhen: Wegen xn = b'n / a'nn ist es sinnvoll, ann
möglichst groß zu haben, für ann nahe Null ist das Ergebnis sehr groß.

Spaltenpivotsuche
Finde Pivot-Element und mache es ggf. durch Zeilenvertauschung zu

Diagonalelement, um Durchführbarkeit zu garantieren. Betrachte z.B. I'2x2, 

die Einheitsmatrix, bei der die Zeilen vertauscht sind. (Zeilenpivotsuche und

Totale Pivotsuche gibt es auch.)

Spaltenmaximum-Strategie
Spaltenpivotsuche





Äquilibration ('ins Gleichgewicht bringen')

Wenn eine Matrix sehr große UND sehr kleine Einträge hat:

Danach haben alle Zeilen diegleiche Tschebyscheff-Norm.

diagonal-dominant
A [image: image9.png]


 Mn (C) mit | ajj | > [image: image10.png]


 k=1,...,n; k [image: image11.png]


 j | ajk |

j = 1, .., n.

A (k)
Umgeformte Matrix A, in der die ersten (k – 1) Zeilen schon die richtige Gestalt für obere

Dreiecksform haben, z.B.

	
	[image: image12.png]





Diagonalstrategie
Ist A diagonal-dominant, ist es möglich, als Pivot-Elemente stets die

Elemente der Hauptdiagonale von A (k) mit k = 1, ..., n – 1 zu wählen.

WICHTIG

Für diagonal-dominantes A hat A [image: image13.png]


 x = 0 nur die triviale Lösung x = 0.

Aufwand GEV
Zur Lösung des linearen Gleichungssystems A x = b 
WICHTIG

mit A [image: image14.png]


 Mn (R) – also reelle Zahlen R als Einträge von A - benötigt man

mit GEV für größere Werte von n etwa 1/3 n3 Punktoperationen.

Genau: 1/3 n3 – n2 + 1/3 n.

Cramersche Regel
xj = det Aj / det A mit (n x n)-Matrix A und Matrizen A1, ..., A n, die

entstehen, wenn man die j-te Spalte durch den Spaltenvektor b ersetzt (s.o.).

Theoretisch sinnvoll, praktisch besser GEV.

Aufwand in CPU-Zeit
CPU-Zeit: 10 5 Gleitkomma-Multiplikationen pro Sekunde





Bsp: n = 1000 = 10 3




Also 1/3 [image: image15.png]


 1000 3 = 1/3 [image: image16.png]


 10 9




Zeit also: 1/3 [image: image17.png]


 10 9 [image: image18.png]


 10 -5 = 1/3 [image: image19.png]


 10 4 Sekunden





1/3 [image: image20.png]


 10 4 (1 + 1/4 + 1/10) Sekunden
(Strichoperationen u. Organisation)





1/3 [image: image21.png]


 10 4 (1 + 1/4 + 1/10) 1,2 Sek
(Compiler)





Gesamtzeit: 5400 Sekunden = 1,5 Stunden

	Aufwand inverse Matrix
	Um die Inverse einer regulären Matrix aus Mn (R) zu berechnen,

braucht man mit dem GEV für größere Werte von n

etwa n 3 Punktoperationen, also etwa 3-mal soviel

wie zur Lösung eines linearen Gleichungssystems.

Bsp:
A [image: image22.png]


 M1000 (R) mit det A [image: image23.png]


 0.


A –1 : 4,5 Stunden

	parallel umformen:
	

	A

[image: image24.png]



I = E 
	I

[image: image25.png]



A–1
	


Rang
Rang A m x n = p [image: image26.png]


 min {n, m}.

Lösbarkeit lineare Gleichungssysteme:

A x = b ist lösbar <=> Rang A = Rang Ae      (mit der erweiterten Koeffizientenmatrix Ae)

	
	(i)
	m > n und p = n

A m x n xn = bm

	[image: image27.png]




	(m – n) Gleichungen

	
	(ii)
	m < n und p = m
	[image: image28.png]




	(n – m) frei wählbar

	
	(iii)
	p < min {m, n}
	[image: image29.png]



	(m - p) Gleichungen


	Komplexe Systeme
	A m x n z n = b m
A = B + i C

z = x + i y
b = c + i d
	[image: image30.png]



	B x - C y = c
(2m x 2n)

C x + B y = d



Näherungslösung
A m x n [image: image31.png]


 x n = b m unlösbar




y [image: image32.png]


 Rn mit A [image: image33.png]


 y = c, so dass




||b – c || [image: image34.png]


   oder   || b – c || 2   minimal wird.




Simplex-Methode

Moore-Penrose-Inverse

Spur
Summe der Diagonalelemente einer (n x n)-Matrix. Also [image: image35.png]


 j=1,...,n ajj.

M-P-Inverse
Moore-Penrose-Inverse
B [image: image36.png]


 M n x m (R) einer Matrix A [image: image37.png]


 M m x n (R) mit



(1) A [image: image38.png]


 B [image: image39.png]


 A = A

und
B [image: image40.png]


 A [image: image41.png]


 B = B



(2) A [image: image42.png]


 B
und
B [image: image43.png]


 A
sind symmetrisch.













WICHTIG



Jedes A [image: image44.png]


 M m x n (R) hat eine eindeutig bestimmte M-P-Inverse A* [image: image45.png]


 M n x m (R)



Ist A [image: image46.png]


 M m x n (R), so gilt:



(a) A** = A



(b) Rang A* = Rang A



(c) Spur (A [image: image47.png]


 A*) = Spur (A* [image: image48.png]


 A) = Rang A



Ist A [image: image49.png]


 Mn (R) regulär, so ist A* = A –1.

Lösbarkeit
von A [image: image50.png]


 x = b







WICHTIG



A [image: image51.png]


 x = b ist lösbar   <=>   A [image: image52.png]


 A* [image: image53.png]


 b = b.

Allgemeine Lösung
x von A [image: image54.png]


 x = b lautet




x = (I – A* [image: image55.png]


 A) [image: image56.png]


 y + A* [image: image57.png]


 b



mit beliebigem y aus Rn.




Es gilt:




|| x || 2 2 = || (I – A* [image: image58.png]


 A) [image: image59.png]


 y || 2 2 + || A* [image: image60.png]


 b || 2 2,




d.h. die y = 0 zugeordnete Lösung x hat minimale l2-Norm.

Aus den Übungen

Besselfunktion
der Ordnung Null ist

	
	J0 (x) = [image: image61.png]


 n=0,...,[image: image62.png]


 (– 1) n [image: image63.png]
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