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Kapitel 2: Lineare Gleichungssysteme – iterative Lösungsmethoden

§ 4 Das Banachsche Iterationsverfahren – B I V

Konvergenz der Banachschen Iterationsfolge
falls || A || < 1 gilt, wobei

A [image: image1.png]


 Mn (C), b [image: image2.png]


 C n und zur Vektornorm || . || passende Matrix-Norm || . || sind.

(vgl. Satz von Hirsch)

nilpotent
ist eine Matrix A ([image: image3.png]


 Mn (C)), wenn An = 0 [image: image4.png]


 Mn (C) gilt.

BIV
Banachsches Iterationsverfahren

x (0) [image: image5.png]


 C n,

x (k+1) = A [image: image6.png]


 x (k) + b

(k [image: image7.png]


 N0)

konvergiert gegen die eindeutig bestimmte Lösung x* [image: image8.png]


 C n des lin. Gls

x = A [image: image9.png]


 x + b

[also (I – A) [image: image10.png]


 x = b], d.h.

lim k [image: image11.png]


 [image: image12.png]


 x (k) = x*
gilt.

Für den Fehlervektor

e (k) = x (k) – x*

(k [image: image13.png]


 N0) gilt:

a-priori-Abschätzung

|| e (k) || [image: image14.png]


 [ || A || k / (1 – || A ||)] [image: image15.png]


 || x (1) – x (0) ||

a-posteriori-Abschätzung
|| e (k) || [image: image16.png]


 [ || A || / (1 – || A ||)] [image: image17.png]


 || x (k) – x (k–1) ||

Es gilt:
Das BIV ist stark verallgemeinerbar.

Wahl des Startvektors x (0) beeinflußt die Konvergenzgeschwindigkeit.

Konvergenz des BIV







WICHTIG

Besitzt x = A [image: image18.png]


 x + b eine eindeutig bestimmte Lösung x* [image: image19.png]


 C n, so gilt:

(1) [image: image20.png]


 (A) < 1

 <=>
BIV konvergiert gegen die Lösung x*.

(2) 0 < [image: image21.png]


 (A) < 1
  =>
BIV konvergiert geometrisch mit asymptotischem

Fehlerkoeffizienten q = [image: image22.png]


 (A), d.h. es gilt:

inf [image: image23.png]


 > 0 [lim sup k [image: image24.png]


 [image: image25.png]


 || e (k+1) || [image: image26.png]


 / || e (k) || [image: image27.png]


 ] = [image: image28.png]


 (A) 

(3) [image: image29.png]


 (A) = 0

  =>
BIV: Abbruch nach max n Schritten und Lösung
Es gilt weiter:

a)
x (0), ..., x (k), ...:
(x (k)) k [image: image30.png]


 N0
(e (k)) k [image: image31.png]


 N 0:
(q k) k [image: image32.png]


 N0,
q = [image: image33.png]


 (A) + [image: image34.png]


 < 1

b)
[image: image35.png]


 (A) >> 1, || I – A || < 1.

0 < [image: image36.png]


 < 1:

	
	[image: image37.png]





(Bsp aus 1.3:
[image: image38.png]


 (A) = [image: image39.png]


 –1 > 1;
|| I – A || Z = 1 – [image: image40.png]


 < 1
Normalform
eines lin. Gls ist
A [image: image41.png]


 x = b,

wobei A [image: image42.png]


 Mn (C), b [image: image43.png]


 C n.

Fixpunktform
eines lin. Gls ist
x = B [image: image44.png]


 x + c,

wobei B [image: image45.png]


 Mn (C), c [image: image46.png]


 C n.

Zerlegung
einer Matrix A [image: image47.png]


 M n (C) ist A = M – N, wobei M, N [image: image48.png]


 Mn (C) und M regulär ist.

äquivalente Gleichungssysteme

(1)
Falls A = M – N Zerlegung von A [image: image49.png]


 Mn (C) ist, gilt:

(Normalform) A [image: image50.png]


 x = b mit b [image: image51.png]


 C n
<=>
(Fixpunktform) x = (M –1 [image: image52.png]


 N) [image: image53.png]


 x + M –1 [image: image54.png]


 b
(2)
Falls A [image: image55.png]


 Mn (C) regulär ist, gilt:

A [image: image56.png]


 x = b   (mit b [image: image57.png]


 C n)
<=>
B [image: image58.png]


 x = c   (mit B [image: image59.png]


 Mn (C) und diag (B) = I, c [image: image60.png]


 C n passend)
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