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§ 5 Das Gesamtschritt- und das Einzelschrittverfahren

A [image: image1.png]


 Mn (R) , det A [image: image2.png]


 0, A = M – N

L und U
Mit

	
	[image: image3.png]



	Also:

A umformen, so dass diag (Aumgf.) = I

Aumgf. zerlegen in I – (L + U)

	
	und
	

	
	[image: image4.png]



	L ~ lower (untere Dreiecksmatrix)

U ~ upper (obere Dreiecksmatrix)

und diag (L) = diag (U) = (0,...,0)


gilt:

A = I – (L + U) für

A = (a jk) [image: image5.png]


 Mn (R) mit diag (A) = I

(Wichtige Bedingung!)

Satz

Für reguläre Matrix A [image: image6.png]


 Mn (R) mit diag (A) = I gilt:

Das lineare Gleichungssystem

A [image: image7.png]


 x = b
<=>
x = (L + U) [image: image8.png]


 x + b
<=>
x = (I – L) –1 [image: image9.png]


 U [image: image10.png]


 x + (I – L) –1 [image: image11.png]


 b
GSV
Gesamtschrittverfahren
Gauß-Jacobi-Verfahren

ist das BIV zur Lösung von A [image: image12.png]


 x = b in der Fixpunktform x = (L + U) [image: image13.png]


 x + b.

Also:
x (0) [image: image14.png]


 R (n)




Bem: C geht auch.

x (k+1) = (L + U) [image: image15.png]


 x (k) + b

ESV
Einzelschrittverfahren
Gauß-Seidel-Verfahren

ist das BIV zur Lösung von A [image: image16.png]


 x = b in der Form

x = (I – L) –1 [image: image17.png]


 U [image: image18.png]


 x + (I – L) –1 [image: image19.png]


 b.

Also:
x (k+1) = (I – L) –1 [image: image20.png]


 U [image: image21.png]


 x (k) + (I – L) –1 b
Jacobi-Matrix
J1 = L + U

	
	=
	[image: image22.png]



	+
	
	[image: image23.png]



	

	
	
	
	
	
	
	

	
	=
	[image: image24.png]



	
	
	
	


Gauß-Seidel-Matrix
S1 = (I – L) –1 [image: image25.png]


 U
mit L und U wie oben

	Bsp
	
	
	
	
	

	
	6 x 1
– 2 x 1
– 2 x 1
	– 3 x 2
+ 4 x 2
– x 2
	– 2 x 3
–x 3
+ 5 x 3
	= 2

= – 4

= 8
	Also


	
	B =
	(

(

(
	6

– 2

– 2
	– 3

4

– 1
	– 2

– 1

5
	)

)

)
	mit
	det B = 68
	x 1 = 1, x 2 = 0, x 3 = 2


a)
Vorbereitung

	
	B [image: image26.png]


 A =
	(

(

(
	1

– 1/2

– 2/5
	– 1/2

1

– 1/5
	– 1/3

– 1

1
	)

)

)
	mit
	det A = 29/60


	
	L =
	(

(

(
	0

1/2

2/5
	0

0

1/5
	0

0

0
	)

)

)


	
	U =
	(

(

(
	0

0

0
	1/2

0

0
	1/3

1/4

0
	)

)

)


	
	L + U =
	(

(

(
	0

1/2

2/5
	1/2

0

1/5
	1/3

1/4

0
	)

)

)
	Jacobi-Matrix J1


	
	I – L =
	(

(

(
	1

– 1/2

– 2/5
	0

1

– 1/5
	0

0

1
	)

)

)


b)
GSV
x = (L + U) [image: image27.png]


 x + b
(da B [image: image28.png]


 A, passe b an:
b = (1/3, – 1, 8/5))

	
	x 1 =

x 2 =

x 3 =
	1/2 x 1
2/5 x 1
	1/2 x 2
+ 1/2 x 2
	+ 1/3 x 3
+ 1/4 x 3

	+ 1/3

– 1

+ 8/5


x (0) = (0, 0, 0)

x (1) = (1/3, – 1, 8/5)


=
(0.33; – 1; 1.6)

x (2) = (11/30, – 13/30, 23/15)

=
(0.366; – 0.4333; 1.533)

x (3) = (113/180, – 13/30, 77/50)
=
(0.627; – 0.433; 1.54)

x (4) = (63/100, – 271/900, 397/225)
=
(0.63; – 0.3011; 1.7644)

a-priori-Abschätzung:

k = 4

mit Zeilensummennorm, d.h. Max der Summen aller Zeilen von L + U,

und Tschebyscheff-Norm || . || [image: image29.png]


, d.h. Max des Vektors e (4) bzw. x (1) – x (0)
	
	|| e (4) || [image: image30.png]


   [image: image31.png]



	[image: image32.png]4
IL+Ully

. H g(l),g(ﬂ) H
SILul






= ((5/6) 4) / (1 – 5/6) [image: image33.png]


 8/5

= 6 [image: image34.png]


 (5/6) 4 [image: image35.png]


 8/5 = (5/6) 3 [image: image36.png]


 8 = 4.629

a-posteriori-Abschätzung entsprechend

Spektralradius:
[image: image37.png]


 (L + U) = Max { | [image: image38.png]


 | ; 60 [image: image39.png]


 3 – 26 [image: image40.png]


 - 3 = 0} = 0.7098

c)
ESV
x = (I – L) –1 [image: image41.png]


 U [image: image42.png]


 x + ( I – L) –1 [image: image43.png]


 b
	
	x 1
– 1/2 x 1
– 2/5 x 1
	+ x 2
– 1/5 x 2
	+ x 3
	= 1/2 x 2
=

=
	+ 1/3 x 3
1/4 x 3

	+ 1/3

– 1

8/5


Iteration gemäß (I – L) [image: image44.png]


 x (k + 1) = U [image: image45.png]


 x (k) + b
	
	x 1 (k+1)

	x 2 (k+1)

	+ x 3 (k+1)
	= 1/2 x 2 (k)
= – 1/2 x 1 (k+1)
= – 2/5 x 1 (k+1)
	+ 1/3 x 3 (k)
1/4 x 3 (k)
– 1/5 x 2 (k+1)
	+ 1/3

– 1

8/5


x (0) = (0, 0, 0)

x (1) = (1/3, – 5/6, 47/30)



= (0.33; – 0.833; 1.566)

x (2) = (79/180, – 7/18, 382/225)


= (0.4388; – 0.388; 1.6977)

x (3) = (1903/2700, – 241/1080, 49607/27000)
= (0.7048; – 0.223; 1.837)

x (4) = (135 139/162 000, – 1 001/8 100, 773 129/405 000)

= (0.834; – 0.1235; 1.9089)

	
	(I – L) –1 [image: image46.png]


 U =
	(

(

(
	0

0

0
	1/2

1/4

1/4
	1/3

5/12

13/60
	)

)

)
	|| (I – L) –1 [image: image47.png]


 U || Z = 5/6


a-priori-Abschätzung:

k = 4

|| e (4) || [image: image48.png]



[image: image49.png]


 [(5/6) 4 / (1 – 5/6)] [image: image50.png]


 || x (1) – x (0) || [image: image51.png]



= 6 [image: image52.png]


 (5/6) 4 [image: image53.png]


 47/60 = 4.5333

a-posteriori-Abschätzung:
k = 4

|| e (4) || [image: image54.png]



[image: image55.png]


 [(5/6) / (1 – 5/6)] [image: image56.png]


 || x (4) – x (3) || [image: image57.png]



= 5 [image: image58.png]


 5707/54000

= 0.528

Spektralradius [image: image59.png]


 ((I – L) –1 [image: image60.png]


 U)
= Max { | [image: image61.png]


 | ; [image: image62.png]


 [image: image63.png]


 (60 [image: image64.png]


 2 – 28 [image: image65.png]


 – 3) = 0}

= 1/30 [image: image66.png]


 (7 + 94 1/2) = 0.5565

Satz von Sassenfeld
Für reguläre Matrix A [image: image67.png]


 Mn (C) mit diag (A) = I gilt:

|| J1 || Z < 1
=>
|| S1 || Z [image: image68.png]


 || J1 || Z < 1

Zeilensummenkriterium
Konvergenz GSV / ESV

Für diagonaldominante Matrix A [image: image69.png]


 Mn (C) mit diag (A) = I gilt:

GSV und (folglich) auch ESV zur Lösung von A [image: image70.png]


 x = b konvergiert.

Konvergenz
von GSV und ESV:
Für reguläre Matrix A [image: image71.png]


 Mn (R) mit diag (A) = I gilt:

(i)
GSV zur Lösung von A [image: image72.png]


 x = b konvergiert
<=>
[image: image73.png]


 (J1) < 1

(ii)
ESV zur Lösung von A [image: image74.png]


 x = b konvergiert
<=>
[image: image75.png]


 (S1) < 1

Bsp
det A = 1 für

	
	A =
	[image: image76.png]





[image: image77.png]


 (J1)
= [image: image78.png]


 (L + U)

= 0
GSV konvergiert

[image: image79.png]


 (S1)
= [image: image80.png]


 (( I – L) –1 [image: image81.png]


 U)
= 2
ESV konvergiert nicht

|| J1 || Z = 4
und
|| S1 || Z = 4

Satz von Stein-Rosenberg
Für Matrix A [image: image82.png]


 M n (R) mit

a jk > 0 für j = k      und

a jk [image: image83.png]


 0 für j [image: image84.png]


 k      (j, k = 1, ..., n)      gilt:

Für die zugeordneten Matrizen J1 und S1 gilt genau eine der Beziehungen

(1)
[image: image85.png]


 (S1) = [image: image86.png]


 (J1) = 0

(2)
0 < [image: image87.png]


 (S1) < [image: image88.png]


 (J1) < 1

(3)
[image: image89.png]


 (S1) = [image: image90.png]


 (J1) = 1

(4)
[image: image91.png]


 ( S1) > [image: image92.png]


 (J1) > 1

Weiter gilt:

a)
Obige Bedingungen sind erfüllt bei linearen

Gleichungssystemen, die bei den numerischen Lösungen

partieller Differentialgleichungen auftreten.

b)
GSV kaum praxisrelevant;

ESV wird zur Nachiteration angewandt

Satz von Ostrowski-Reich
Konvergenz ESV

Für positiv-definite, symmetrische Matrix A [image: image93.png]


 Mn (R) gilt:

ESV zur Lösung von A [image: image94.png]


 x = b konvergiert für jeden beliebigen Startvektor gegen die

Lösung.

Bem:

GSV konvergiert nicht für jede positiv-definite, sym. Matrix.























































































































































	Basis: Vorlesung Prof. Dr. Pitnauer
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