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§ 9 Ein Beispiel

A [image: image1.png]


 x = b
mit x, b [image: image2.png]


 Rn
	A (h)
	= A =
	[image: image3.png]



	A [image: image4.png]


 Mn (R), h > 0.


Die A (h) zugeordnete Jacobi-Matrix J1 (h) [image: image5.png]


 0 hat die EWe   [image: image6.png]


k = 2 [image: image7.png]


 h cos [(k[image: image8.png]
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) / (n + 1)]

mit den zugehörigen EVen

x k = ( sin [(k[image: image10.png]
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) / (n + 1)], sin [(2[image: image12.png]


k[image: image13.png]
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) / (n + 1)], ..., sin [(n[image: image15.png]


k[image: image16.png]
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) / (n + 1)] )
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 0, da   sin [(k[image: image19.png]
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) / (n + 1)] > 0

Weiter gilt:

(1)
A (h) hat die EWe   µk = 1 – 2  h cos [(k[image: image21.png]


[image: image22.png]


) / (n + 1)]
mit k = 1, .., n

und ist (mind) für 0 [image: image23.png]


 h < 1/2 regulär

(2)
A (1/2) ist symmetrisch und positiv-definit

Spektralradius
[image: image24.png]


 (J1 (1/2)) = cos [[image: image25.png]


 / (n + 1)] = 1 + [image: image26.png]


2 / (n + 1) 2 + O (n – 4)
(n [image: image27.png]
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)   und
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 (S1 (1/2)) = cos 2 [[image: image30.png]


 / (n + 1)]




für h = 1/2

optimaler Relaxationsfaktoren
[image: image31.png]


0 für JOR- und [image: image32.png]


1 für SOR-Verfahren bzgl. A (1/2):
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0 = 1
und damit   [image: image34.png]


 (J[image: image35.png]


0 (1/2)) = [image: image36.png]


 (J1 (1/2))   sowie
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1 = 2 / [1 + sin ([image: image38.png]


 / (n + 1))]
und damit

[image: image39.png]PSa (1) =





GEV
Für festes h aus (0, 1/2] ergibt sich die Lösung von A [image: image40.png]


 x = b   (x, b [image: image41.png]


 Rn) mit dem

Gaußschen Eliminationsverfahren über die Hilfsgrößen

g1 = – h
und
g i = – h / (1 + h [image: image42.png]


 g i-1)


für i = 2, ..., n – 1

h1 = – h
und
h j = (– h + h [image: image43.png]


 g j-1) / (1 + h [image: image44.png]


 g j-1)
für j = 2,..., n

zu xn = hn
und
xk = hk – gk x k+1


für k = n – 1, ..., 1

Aufwand: Die Lösung erfordert insgesamt (6n – 8) Punkt- und (4n – 5) Strichoperationen.

Kondition
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 (A) = || A || Z [image: image46.png]


 || A –1 || Z
(vgl. § 3)
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* (A)
= [image: image48.png]
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 (A –1)
Spektralkondition

	
	Es gilt für 0 < h < 1/2:
	[image: image51.png]< (A=







mit
lim n [image: image52.png]
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* (A (h)) = (1 + 2 h) / ( 1 – 2 h)

Achtung: h < 1/2

lim n [image: image55.png]
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* (A (1/2)) = [image: image58.png]
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