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§ 12 Taylorpolynome analytischer Funktionen

n-tes Taylorpolynom
Tn (f, z 0, z) = [image: image1.png]


 [image: image2.png]


=0,...,n [(f ([image: image3.png]


) (z 0) / [image: image4.png]


! ) [image: image5.png]


 (z – z 0) [image: image6.png]


]

von f in z 0.

Dabei ist eine Funktion f: M [image: image7.png]


 C mit M [image: image8.png]


 C gegeben, welche in z 0 [image: image9.png]


 M Ableitungen jeder Ordnung hat.




WICHTIG

analytische Funktion
f, falls die Beziehung

f (z) = lim n [image: image10.png]


 [image: image11.png]


 Tn (f, z 0, z) = [image: image12.png]


 [image: image13.png]


=0,...,[image: image14.png]


 [(f ([image: image15.png]


) (z 0) / [image: image16.png]


! ) [image: image17.png]


 (z – z 0) [image: image18.png]


 ]

gilt (mit f wie oben). Dabei heißt die unendliche Reihe

[image: image19.png]


 [image: image20.png]


=0,...,[image: image21.png]


 [(f ([image: image22.png]


) (z 0) / [image: image23.png]


! ) [image: image24.png]


 (z – z 0) [image: image25.png]


 ]

Taylorreihe um z 0.






WICHTIG

Konvergenzradius
[image: image26.png]


 (f). Gilt

[image: image27.png]



so heißt f Ganze Funktion.

Bsp
a)
f: C [image: image28.png]


 C mit


 { 1
z rational, d.h. Re (z) und Im (z) rational

f (z) =
{


 { 0
z irrational

b)
Alle Polyonme sind Ganze Funktionen

c)
Alle rationalen Funktionen sind analytisch – außer in ihren Polstellen!!!

d)
Weitere analytische Funktionen:

ln (1 + x)
= x – (x 2 / 2) + (x 3 / 3) – (x 4 / 4) + ...
| x | < 1

= [image: image29.png]


 k=1,...,[image: image30.png]


 (– 1) k+1 [image: image31.png]


 (x k / k)

sin x = 1 – (x 3/3!) + (x 5 / 5!) - ...



| x | < [image: image32.png]



e x = 1 + (x / 1!) + (x 2 / 2!) + (x 3 / 3!) + ...


| x | < [image: image33.png]



Rest
R N mit folgenden Eigenschaften für

f (z) = TN (f, z 0, z) + R N (f, z 0, z) und f sei analytisch für | z – z 0 | < [image: image34.png]


:

	
	a)
	R N (f, z 0, z) =
	[image: image35.png]/NI f (- ) 0D (1) g






b)
lim N [image: image36.png]


 [image: image37.png]


 R N (f, z 0, z) = 0

c)
lim z [image: image38.png]


 z 0 R N (f, z 0, z) = 0

N* (f, x 0, x, [image: image39.png]


)
Für jedes x [image: image40.png]


 R, | x – x 0 | < [image: image41.png]


 und jedes [image: image42.png]


 > 0 ex. der Wert

N* = N* (f, x 0, x, [image: image43.png]


) := min {N ; | R N (f, x 0, x) | [image: image44.png]


 [image: image45.png]


} [image: image46.png]


 N 0.

Bsp
(1)
f (x) = ln (1 + x) = x – x 2 /2 + x 3 / 3 – + ...

	
	[image: image47.png]


 = 1:
	| x | < 1
	[image: image48.png]





	
	Leibniz:
	[image: image49.png][Ry(f ) [ =

| [N

_— =
N+ 1






2 = (16/15) 7 [image: image50.png]


 (25/24) 5 [image: image51.png]


 (81/80) 3

Stimmt tatsächlich (ich hab nachgerechnet!)
=>
ln 2
= 7 [image: image52.png]


 ln (16/15) + 5 [image: image53.png]


 ln (25/24) + 3 [image: image54.png]


 ln (81/80)

= – 7 ln (1 – 1/16) – 5 ln (1 – 1/25) – 3 ln (1 – 1/81)

(2)
e –10 = 1 – 10/1! + 10 2/2! – 10 3/3! + ... = [image: image55.png]


 n=0,...,N [(– 1) n [image: image56.png]


 10 n/n! ] + R N (– 10)

=>
| R N (– 10) / N! | [image: image57.png]


 10 N+1 / N!

| R 41 (– 10) | [image: image58.png]


 7,3 [image: image59.png]


 10 13
e –10 = 0,4539992976 [image: image60.png]


 10 –4 = 0,4540000000 [image: image61.png]


 10 –4 = 0,0000000454 [image: image62.png]


 10 3
max. Glied: 10 9 / 9! = 10 10 / 10! = 2,756 [image: image63.png]


 10 3
schlechte Kondition
Man sagt, ein Rechenverfahren hat 'Schlechte Kondition', wenn die Differenz

zwischen dem wahren Wert und dem erzielten Rechenergebnis größer

ausfällt, als übliche Rundungsfehler erwarten lassen.

Maximalglied Konvergiert
f (x) = [image: image64.png]


 n=0,...,[image: image65.png]


 a n x n
für den Wert x 0 [image: image66.png]


 R, so ex. das Maximalglied
µ (x 0) = Max n [image: image67.png]


 N0 | an [image: image68.png]


 x0n | [image: image69.png]


 0

Kondition Taylorreihe Falls die Ganze Funktion f kein Polynom ist, hat das Auswertungsverfahren

der Taylorreihe hat in jedem Punkt der Menge

K[image: image70.png]


 (f) = {z [image: image71.png]


 C | µ (z) > 10[image: image72.png]


 [image: image73.png]


 | f (z) | }

für größere Werte von [image: image74.png]


 > 0 schlechte Kondition.

Bsp
f (z) = e z = [image: image75.png]


 n=0,...,[image: image76.png]


 z n / n!

	
	Es gilt:
	| e z | [image: image77.png]


 1   für Re z [image: image78.png]


 0

µ (– 10) = 10 10 /10! = 2,756 [image: image79.png]


 10 3
µ (– 10) / | f (– 10) | [image: image80.png]


 2,756[image: image81.png]


10 3 [image: image82.png]


 10 3,4403
=>   [image: image83.png]


 [image: image84.png]


 3,4403

µ (– 10) / | f (– 10) | = 10 7,7832
	[image: image85.png]Re z
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