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Kapitel 4: Der Banachsche Fixpunktsatz

§ 14 Dehnungsbeschränkte Abbildungen

Cauchy-Folge
(x n) n [image: image1.png]


 N in X (wobei (X, d) metrischer Raum ist, s.u.) mit der Eigenschaft:

Zu jedem reellen [image: image2.png]


 > 0 ex. eine natürliche Zahl N ([image: image3.png]


), so dass für alle m, n [image: image4.png]


 N gilt:

n, m [image: image5.png]


 N ([image: image6.png]


)
=>
d (a n, a m) < [image: image7.png]


,

d.h. der Abstand der Folgeglieder wird beliebig klein.

Es gilt: Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

metrischer Raum
(X, d), wobei X Menge ist und Abb d: X x X [image: image8.png]


 R Metrik heißt mit

(i)
d (x 1, x 2) [image: image9.png]


 0



nichtnegativ
(ii)
d (x 1, x 2) = 0
<=>
x 1 = x 2
Nullabstand gdw Gleichheit
(iii)
d (x 1, x 2) = d (x 2, x 1)

symmetrisch
(iv)
d (x 1, x 3) [image: image10.png]


 d (x 1, x 2) + d (x 2, x 3)
Dreiecksungleichung
für alle x 1, x 2, x 3 [image: image11.png]


 X.

vollständiger
metrischer Raum (X, d), wenn jede Cauchy-Folge einen Grenzpunkt in X hat,

d.h. wenn es zu jeder Folge von Punkten

x n [image: image12.png]


 X (n [image: image13.png]


 N) mit lim m, n [image: image14.png]


 [image: image15.png]


 d (x m, x n) = 0

stets einen Punkt x* [image: image16.png]


 X gibt mit lim n [image: image17.png]


 [image: image18.png]


 d (x n, x*) = 0.

Bsp

X = Rn, || x || eine Norm im Rn
=>
d (x, y) = || x – y || ist eine Metrik und (Rn, d) ist vollständig.

dehnungsbeschränkt
ist eine Abb f: X [image: image19.png]


 X des (vollständigen) metrischen Raums (X, d) in sich,

wenn gilt:

d [f (x1), f (x2)] [image: image20.png]


 k [image: image21.png]


 d (x1, x2)
[image: image22.png]


 x1, x2 [image: image23.png]


 X und festes 0 [image: image24.png]


 k < [image: image25.png]



Es gilt:
Eine dehnungsbeschränkte Abb ist gleichmäßig stetig.

Dehnungszahl
von f ist [image: image26.png]


 f := inf { k | k erfüllt obige Bedingung}

inf
Infimum = größte untere Schranke = untere Grenze

Kontraktion
Dehnungsbeschränkte Abb f ist

stark kontrahierend, wenn 0 [image: image27.png]


 [image: image28.png]


 f < 1

Kontraktionszahl von f ist dann [image: image29.png]


 f
schwach kontrahierend,
wenn d (f (x1), f (x2)) < d (x1, x2)

für alle x1, x2 [image: image30.png]


 X mit x1 [image: image31.png]


 x2
	
	quasi-stark kontrahierend,
	wenn
	[image: image32.png]



	= A < [image: image33.png]





	
	Für dehnungsbeschränkte Abb gilt:
	[image: image34.png]



	[image: image35.png]


 ([image: image36.png]


 f) n


nicht expansiv
ist eine dehnungsbeschränkte Abb f, wenn [image: image37.png]


 f [image: image38.png]


 1

expansiv
ist eine dehnungsbeschränkte Abb f, wenn 1 < [image: image39.png]


 f < [image: image40.png]



Bsp
a)
(R2, d), wobei d (x, y) = || x, y ||   mit   || x || = Max { | x1 |, | x2 | }

Abb T: R2 [image: image41.png]


 R2 mit

	
	T =
	(

(
	0

b2
	a2
0
	)

)
	mit a > b > 0


	
	=>   T 2 k =
	(

(
	(a b) 2 k
0
	0

(a b) 2 k
	)

)


	
	=>   T 2 k + 1 =
	(

(
	0

b/a [image: image42.png]


 (a b) 2 k + 1
	a/b [image: image43.png]


 (a b) 2 k + 1
0
	)

)


	
	[image: image44.png]




	= inf {k ; || T n (x) – T n (y) || [image: image45.png]


 k [image: image46.png]


 || x – y || }



	
	
	= sup x, y [image: image47.png]


 R x R, x [image: image48.png]


 y
	|| T n (x) – T n (y) ||
	=
	{a/b (a b) 2k+1
{(a b) 2k
	für n = 2 k + 1

für n = 2 k

	
	
	
	|| x – y ||
	
	
	


[image: image49.png]


 T = a 2
	
	=>
	([image: image50.png]


 T) n = a 2n = (a [image: image51.png]


 a) n
	>
	{ (a b )2k
	für n = 2 k

	
	
	
	
	{ a/b [image: image52.png]


 (a b) 2k+1
	für n = 2 k + 1









und k genügend groß

A = [image: image53.png]


 n=1,...,[image: image54.png]


 [image: image55.png]


 = [image: image56.png]


 k=1,..,[image: image57.png]


 (a b) 2k + [image: image58.png]


 k=0,...,[image: image59.png]


 a/b [image: image60.png]


 (a b) 2k+1
Es ist T

(i)
dehnungsbeschränkt für a < [image: image61.png]



(ii)
quasistark kontrahierend für a b < 1 mit

	
	A =
	a 2 (1 + b 2)

	
	
	1 – (a b) 2


(iii)
stark kontrahierend für a < 1

[image: image62.png]



	
	b)
	f (x) =
	{ 0
	für x = 0

	
	
	
	{ 1/x
	für x [image: image63.png]


 0


ist nicht dehnungsbeschränkt
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