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§ 15 Fixpunkte dehnungsbeschränkter Abbildungen

Fixpunkt von f in X ist   x* [image: image1.png]


 X   mit   f (x*) = x*. 

Dabei ist f eine Abb des metrischen Raums (X, d) in sich.

Es gilt:
Jeder Fixpunkt von f ist auch Fixpunkt von f n für jedes n [image: image2.png]


 N.

Fixpunktgleichung
f (x) = x      (x [image: image3.png]


 X)

BIV
Banachsches Iterationverfahren

Sei eine Fixpunktgleichung   f (x) = x   (x [image: image4.png]


 X) gegeben.

Wähle einen festen Punkt x0 [image: image5.png]


 X   und bilde   x n+1 = f (xn)      (n [image: image6.png]


 N0)

Iterationsfolge,   die dem Verfahren zugeordnet ist, ist

I (f, x0) = {x n | x n = f (x n–1) mit x0 [image: image7.png]


 X, n [image: image8.png]


 N}

Bsp
a)
e –x = x   und   x0 = 0.6. Man erhält:

x 1 = 0.549
x 5 = 0.565

x 2 = 0.578
x 6 = 0.568

x 3 = 0.561
x 7 = 0.567

x 4 = 0.571
x 8 = 0.567

=>   konvergiert

b)
2 x – 1 = x   und   x0 = 2. Man erhält:

x 1 = 3

x 3 = 9

x 2 = 5

x 4 = 17

x 5 = 33

=>   divergiert

Banachscher Fixpunktsatz

Sei f eine stark kontrahierende Abb eines vollständigen metrischen Raumes (X, d) in sich.

Dann besitzt f genau einen Fixpunkt in X.

Bew
(i)
EXISTENZ:

Idee: Zeigen, dass I (f, x0) eine Cauchy-Folge auf X ist und damit konvergiert.

Wähle x0 [image: image9.png]


 X und bilde I (f, x0).

Da f kontrahierend ist, gilt   (wegen d (xn, xn-1) = d (f (xn-1), f (xn)) [image: image10.png]


 ([image: image11.png]


 f)n [image: image12.png]


 d (x n–1, x n) ):

d (x n, x n+1) [image: image13.png]


 [image: image14.png]


 f [image: image15.png]


 d (x n–1, x n) [image: image16.png]


 ... [image: image17.png]


 ([image: image18.png]


 f) n [image: image19.png]


 d (x0, x 1)

Sei nun o. B. d. A. m > n:

d (x n, x m)
[image: image20.png]



d (x n, x n+1) +... + d (x m–1 , x m)

Dreiecksungleichung für Metrik d
[image: image21.png]



(([image: image22.png]


 f) n + ([image: image23.png]


 f) n+1 ... + ([image: image24.png]


 f) m–1 ) [image: image25.png]


 d (x 0, x 1)

nach obiger Abschätzung

=
(([image: image26.png]


 f) n [1 + ([image: image27.png]


 f) 1 ... + ([image: image28.png]


 f) m – n–1 ]) [image: image29.png]


 d (x 0, x 1)

=
([image: image30.png]


 f) n  [image: image31.png]


 d (x 0, x 1) [image: image32.png]
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[image: image34.png]


=0,...,m–n–1 ([image: image35.png]


 f)[image: image36.png]



[image: image37.png]



([image: image38.png]


 f) n  [image: image39.png]


 d (x 0, x 1) [image: image40.png]


 [image: image41.png]


[image: image42.png]


=0,...,[image: image43.png]


 ([image: image44.png]


 f)[image: image45.png]



positive Werte zur Summe addiert
	
	=
	([image: image46.png]


 f) n
	[image: image47.png]


 d (x 0, x 1)

	
	
	1 - [image: image48.png]


 f
	


geometrische Reihe [image: image49.png]


[image: image50.png]


=0,...,[image: image51.png]


 ([image: image52.png]


 f)[image: image53.png]


 = 1 / 1 - [image: image54.png]


 f
D.h. Abstand der Folgeglieder wird beliebig klein (da 0 [image: image55.png]


 [image: image56.png]


 f < 1) und damit

=>
I (f, x0) ist Cauchy-Folge

=>
es ex. lim n [image: image57.png]


 [image: image58.png]


 xn = x*   [image: image59.png]


 X

x* = lim n [image: image60.png]


 [image: image61.png]


 xn = lim n [image: image62.png]


 [image: image63.png]


 f (x n–1) = f (lim n [image: image64.png]


 [image: image65.png]


 x n–1) = f (x*)

(ii)
EINDEUTIGKEIT:   x*, y* [image: image66.png]


 X seien Fixpunkte.

Dann gilt:

d (x*, y*) = d [f (x*), f (y*)] [image: image67.png]


 [image: image68.png]


 f [image: image69.png]


 d (x*, y*)

<=>

 (1 – [image: image70.png]


 f) [image: image71.png]


 d (x*, y*) [image: image72.png]


 0  

(1 – [image: image73.png]


 f) > 0, da 0 [image: image74.png]
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 f < 1 und d (x, y) [image: image76.png]


 0, da d Metrik ist

d (x*, y*) = 0

<=>
x* = y*



[image: image77.png]



Fehlerabschätzungen

Es gilt:

	
	(i)
	a-priori-Abschätzung
	d (xn, x*) [image: image78.png]



	([image: image79.png]


 f) n
	 [image: image80.png]


 d (x0, x1)

	
	
	
	
	1 – [image: image81.png]


 f
	


	
	(i)
	a-posteriori-Abschätzung
	d (xn, x*) [image: image82.png]



	[image: image83.png]


 f
	 [image: image84.png]


 d (x n–1, xn)

	
	
	
	
	1 – [image: image85.png]


 f
	


Satz von Weissinger
Sei f eine quasi-stark kontrahierende Abb von (X, d) in sich.

Dann besitzt f genau einen Fixpunkt in X.

Bsp
T: R2 [image: image86.png]


 R2 mit



(vgl. § 14)

	
	T =
	(

(
	0

b2
	a2
0
	)

)
	mit a > b > 0


[image: image87.png]



eindeutiger Fixpunkt
(1)
Sei (X, d) metrischer Raum und f: X [image: image88.png]


 X schwach kontrahierend mit

Fixpunkt x* [image: image89.png]


 X. Dann ist x* eindeutig bestimmt.

Bsp

T (x) = x + [image: image90.png]


/2 – arctan x,   x [image: image91.png]


 R
x < y:
T (y) – T (x)
= (y – x) – (arctan y – arctan x)

	
	= (y – x) –
	y – x
	mit x < z < y

	
	
	1 + z2
	


Wäre nun | T (y) – T (x) | [image: image92.png]


 | y – x |

	
	=>
	| 1 –
	1
	 | [image: image93.png]


 1
	WID!

	
	
	
	1 + z2
	
	


=>
| T (y) – T (x) | < | y – x |



arctan x < [image: image94.png]


/2 für alle x [image: image95.png]


 R
=>
T hat keinen Fixpunkt

(2)
f: (X, d) [image: image96.png]


 X sei schwach kontrahierend, wobei (X, d) ein kompakter

metrischer Raum ist. Dann besitzt f genau einen Fixpunkt.
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