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§ 16 Das Konvergenzverhalten der Iterationsfolge

I (f, x0) und metrischer Raum (X, d) gegeben.
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(2)
rn = d (xn, x*) für n [image: image4.png]


 N0
(3)
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 r n = 0 mit rn > 0 für alle n [image: image7.png]
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Q (c)
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 (r n+1 / rn c), wobei (rn) n [image: image10.png]


 N0 eine Nullfolge positiver Zahlen ist und c [image: image11.png]


 R.

Es gilt: Jede Nullfolge positiver Zahlen besitzt einen Konvergenzgrad [image: image12.png]
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 0.

Jede monoton fallende Nullfolge positiver Zahlen besitzt einen Konvergenzgrad [image: image14.png]
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 1.

Konvergenzgrad
der Nullfolge positiver Zahlen (r n) n [image: image16.png]


 N0 ist
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 (r n+1 / r n c) = Q (c) < [image: image21.png]


}

asymptotischer Fehlerkoeffizient
der Nullfolge positiver Zahlen (r n) n aus N0 ist

q := sup {Q (c) | Q (c) = lim sup n[image: image22.png]
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 (r n+1 / r n c) < [image: image24.png]
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 R}

Es gilt: q genügt der Bedingung 0 [image: image26.png]
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Konvergenzen
Sei eine Nullfolge positiver Zahlen mit Konvergenzgrad [image: image28.png]


 und asymptotischem

Fehlerkoeffizienten q gegeben. Die Folge heißt

a)
Linear konvergent, falls [image: image29.png]


 = 1.

b)
Geometrisch konvergent, falls [image: image30.png]


 = 1 und q < 1.

c)
Überlinear konvergent, falls [image: image31.png]


 > 1, z.B.

quadratisch konvergent bei [image: image32.png]


 = 2.

Existenz
bestimmter Nullfolgen

Zu jedem a mit 0 [image: image33.png]
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 gibt es eine Nullfolge positiver Zahlen mit

Konvergenzgrad [image: image36.png]


 = a.

Konvergenz I (f, x 0)
(i)
Ist f schwach kontrahierend mit Fixpunkt x*, so hat jede

Iterationsfolge I (f, x0) einen Konvergenzgrad [image: image37.png]
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(ii)
Ist f stark kontrahierend mit 0 [image: image39.png]
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 f < 1 und

konvergiert jede Iterationsfolge I (f, x0) linear,

so konvergiert sie auch geometrisch mit dem

asymptotischen Fehlerkoeffizienten q [image: image41.png]
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 f.

geometrische Konvergenz BIV
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 (A) < 1 und b [image: image45.png]


 C n gegeben.

Dann konvergiert das Banachsche Iterationsverfahren zur

Lösung von   x = A [image: image46.png]


 x + b   geometrisch mit q = [image: image47.png]


 (A).

Bsp
a)
f (x) = e – x   und   x = e – x


(vgl § 13)

f: R [image: image48.png]


 R


nicht kontrahierend

f: [0,52;  0,6] [image: image49.png]


 [0,52;  0,6]
stark kontrahierend
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 0,6
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I (f, x0)

x n+1 – x* = e – x n – e – x* =MWS= (x n – x*) [image: image54.png]
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 [x n, x*]

=>
r n+1 / r n 1 = e – [image: image58.png]


 n
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n[image: image60.png]
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e – x* = x*
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 = 1,
q = x* = 0,567...

b)
x 2 – a = 0, a > 0
<=>
x = 1/2 [image: image63.png]


 (x + a/x)
(Tatsache! Nachgerechnet)

x = f (x) mit f (x) = 1/2 [image: image64.png]


 (x + a/x)
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r n+1
= | x n+1 – [image: image66.png]


a | = | 1/2 [image: image67.png]
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a) + a [image: image69.png]


 (1/x n – 1/[image: image70.png]


a) |

= | x n – [image: image71.png]
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 1/(2 x n) = (1/(2 x n)) [image: image73.png]


 r n2
=>
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 = 2,
q = 1 / (2 [image: image75.png]


a)

Vorbemerkung
Sei r k < 1 für alle k [image: image76.png]
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 0:

rk = 0, 0 ... 0 [image: image78.png]
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2 ...
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 0)


mit N k führenden Nullen (hinter dem Komma)

10 –Nk – 1 [image: image82.png]


 r k < 10 –Nk
Satz
Sei I (f, x 0) eine Iterationsfolge mit Konvergenzgrad 1 [image: image83.png]
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 und asymptotischem

Fehlerkoeffizienten q. Dann ex. zu jedem [image: image86.png]


 > 0 und jedem 0 < [image: image87.png]


 < [image: image88.png]


 ein k0 [image: image89.png]


 N, so dass

für jedes rk mit k [image: image90.png]


 k0 gilt:

N k+1 > ([image: image91.png]
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 Nk – log [10 [image: image94.png]


 (q + [image: image95.png]


)]

Für [image: image96.png]


 > 1 gilt dann:   lim k[image: image97.png]
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 Nk = [image: image99.png]



und
lim k[image: image100.png]
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 N k+1 / Nk = [image: image102.png]



Bem   xk ist x* bereits so nahe, dass rk gerade Nk führende Nullen hat (s.o.)

=>
r k+1 hat etwa [image: image103.png]
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 Nk führende Nullstellen.

R-asymptotischer Fehlerkoeffizient
der Nullfolge positiver Zahlen (rn) n [image: image105.png]


 N0 ist



 { lim sup n[image: image106.png]
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rn

für p = 1

R (p)
=
{



 { lim sup n[image: image109.png]
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rn

für p > 1

Es gilt: 0 [image: image112.png]


 R (p) [image: image113.png]
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[

Bsp
a)
rn = 1/n
(n [image: image116.png]


 N)

R (1) = lim n[image: image117.png]
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 1 / ([image: image119.png]


n) = 1
und

R (p) = lim n[image: image120.png]
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n) = lim n[image: image123.png]
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 exp [(– 1 / p n) [image: image125.png]


 ln n] = 1

b)
Sei 0 < r0 <1 und 1 < q < [image: image126.png]


;   r n = [image: image127.png]




(n [image: image128.png]


 N0)

R (1)
= lim n[image: image129.png]
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= lim n[image: image132.png]
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 exp [– (q n/n) [image: image134.png]


 ln (1/r0)] = 0
und

R (2)
= lim n[image: image135.png]
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= lim n[image: image138.png]
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 exp [– (q/p) n [image: image140.png]


 ln (1 / r0)]



 {0
für 1 < p < q


=
{r0
für p = q



 {1
für 1 < q < p

c)
Sei rn = [image: image141.png]




(n [image: image142.png]


 N)

R (1)
= lim n[image: image143.png]
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 rn (1 / n) = lim n[image: image145.png]
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 = 0

R (p)
= lim n[image: image148.png]
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 = lim n[image: image151.png]
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 = 0

Eigenschaften von R (p)
Es gilt genau eine der Aussagen

(i)
R (p) = 0
für alle p [image: image154.png]


 [1, [image: image155.png]


[

(ii)
R (p) = 1
für alle p [image: image156.png]


 [1, [image: image157.png]


 [

(iii)
Ex. p0 [image: image158.png]


 [1, [image: image159.png]


 [ mit

R (p) = 0
für p [image: image160.png]


 [1, p0),

R (p) = 1
für p [image: image161.png]


 (p0, [image: image162.png]


)
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R-Konvergenzgrad
der Nullfolge positiver Zahlen (rn) n [image: image164.png]


 N0 ist


 {[image: image165.png]







falls R (p) = 0 [image: image166.png]
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 [1, [image: image168.png]


[
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 =
{


 {inf {p [image: image170.png]


 [1, [image: image171.png]


) | R (p) = 1}
sonst

Es gilt:

Zu jedem a mit 1 [image: image172.png]


 a [image: image173.png]
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 ex. eine Nullfolge positiver Zahlen mit

R-Konvergenzgrad [image: image175.png]


 = a.

(s. Bsp oben:
(i) [image: image176.png]


 = [image: image177.png]


;   (ii) [image: image178.png]


 = 1;   (iii) [image: image179.png]


 = q   (1 < q < [image: image180.png]


))

Konvergenzen für R (p)
Sei Nullfolge positiver Zahlen mit R-Konvergenzgrad [image: image181.png]


 gegeben.

Die Folge ist

a)
R-linear konvergent, falls 0 < R (1) < 1

b)
R-überlinear konvergent, falls R (1) = 0

c)
R-quadratisch konvergent, falls 0 < R (2) < 1

Q (1)
= lim sup n[image: image182.png]
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 (r n+1 / r n),

wobei (rn) n [image: image184.png]


 N 0 eine Nullfolge positiver Zahlen ist. Dann gilt:   R (1) [image: image185.png]


 Q (1)

Bsp
0 < a < 1 und 1 < q < p gegeben sowie

[image: image186.png]3"

falls 1 gerade

falls n ungerade




a)
Q-Konvergenzgrad [image: image187.png]



Sei n gerade:

lim n[image: image188.png]
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 (r n+1 / rnc)

=
lim n[image: image190.png]
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 exp (pn [image: image192.png]


 [q [image: image193.png]


 ln a – c [image: image194.png]


 ln a/2])


 {0
für c < q [image: image195.png]


 [(ln 1/a) / (ln 2/a)]

=
{ 1
für c = q [image: image196.png]


 [(ln 1/a) / (ln 2/a)]


 {[image: image197.png]



für c > q [image: image198.png]


 [(ln 1/a) / (ln 2/a)]

Sei n ungerade:

lim n[image: image199.png]
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 (r n+1 / rnc)

=
lim n[image: image201.png]
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 exp (pn [image: image203.png]


 [q [image: image204.png]


 ln a/2 – c [image: image205.png]


 q/p [image: image206.png]


 ln a])


 {0
für c < p2/q [image: image207.png]


 [(ln 2/a) / (ln 1/a)]

=
{ 1
für c = p2/q [image: image208.png]


 [(ln 2/a) / (ln 1/a)]
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für c > p2/q [image: image210.png]


 [(ln 2/a) / (ln 1/a)]

=>
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 = min {q [image: image212.png]


 [(ln 1/a) / (ln 2/a)];     p2/q [image: image213.png]


 [(ln 2/a) / (ln 1/a)]}
b)
R-Konvergenzgrad [image: image214.png]



Sei n gerade:

lim n[image: image215.png]
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 ln a/2] = 0

Sei n ungerade:

lim n[image: image221.png]
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rn = lim n[image: image224.png]
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 exp [(pn / n) [image: image226.png]


 (q / p) [image: image227.png]


 ln a] = 0

Insgesamt folgt: R (1) = 0
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