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§ 18 Nullstellen von Polynomen

Nullstellen-Anzahl
Das Polynom

Pn (z) = a0 + a1 z + ... + an z n

(z [image: image1.png]


 C)

besitzt genau n Nullstellen in C unter Berücksichtigung ihrer Vielfachheit.

Dabei ist n [image: image2.png]


 N und a0, .., an [image: image3.png]


 C mit an [image: image4.png]


 0 gegeben.

Bem

a)
Pn (z) = 0

n = 1:   a1 z + a0 = 0
<=>
z 1 = – a0 / a1
n = 2:

abc-Formel: a z 2 + b z + c = 0
<=>
z 1, 2 = (– b +– [image: image5.png]


(b 2 – 4 ac)) / 2a

pq-Formel: x2 + px – q = 0

<=>
x1,2 = – p/2 +– [image: image6.png]


(p2/4 + q)

n = 3:

a3 z 3 + a2 z 2 + a1 z + a0 = 0

Transformation z [image: image7.png]


 y – a2 / 3 a3 ergibt

y 3 + 3 py + 2 q = 0
mit
p, q geeignet

Mit y = u + v folgt:

y 3 – 3 uvy – (u 3 + v 3) = 0 führt schließlich zu

Cardanosche Formel für kubische Gleichungen:

y1 = u + v


mit
u := [– q + (q 2 + p 3) 1/2] 1/3

und
v := [– q – (q 2 + p 3) 1/2] 1/3
y2 = – (1/2 [image: image8.png]


 (u + v)) + (1/2 [image: image9.png]


 (i [image: image10.png]


3)) [image: image11.png]


 (u – v)

y3 = – (1/2 [image: image12.png]


 (u + v)) – (1/2 [image: image13.png]


 (i [image: image14.png]


3)) [image: image15.png]


 (u – v)

n = 4:

a4 x 4 + a3 x 3 + a2 x 2 + a1 x + a0 = 0

Mit x = y – a3 / 4 a4 ist das

y 4 + p y 2 + q y + r = 0 mit p, q, r entsprechend

Euler

Mit
t 1 = (y1 + y2) [image: image16.png]


 (y3 + y4)


t 2 = (y1 + y3) [image: image17.png]


 (y2 + y4)


t 3 = (y2 + y3) [image: image18.png]


 ( y1 + y4)
ergibt sich

(t – t 1) [image: image19.png]


 (t – t 2) [image: image20.png]


 (t – t 3) = 0 und damit

t 3 + b2 t 2 + b1 t + b0 = 0 mit b 0, 1, 2 entsprechend
und schließlich

y1 = 1/2 [image: image21.png]


 [ ([image: image22.png]


– t 1) + ([image: image23.png]


– t 2) + ([image: image24.png]


– t 3)]

y2 = 1/2 [image: image25.png]


 [ ([image: image26.png]


– t 1) – ([image: image27.png]


– t 2) – ([image: image28.png]


– t 3)]

y3 = 1/2 [image: image29.png]


 [ ([image: image30.png]


– t 1) + ([image: image31.png]


– t 2) – ([image: image32.png]


– t 3)]

y4 = 1/2 [image: image33.png]


 [ ([image: image34.png]


– t 1) – ([image: image35.png]


– t 2) + ([image: image36.png]


– t 3)]

b) Fundamentalsatz der Algebra
Für n [image: image37.png]


 5 existieren keine Formeln.

Spezielle Gleichungen: x n + 1 = 0   und   x 3 n + x n + 1 = 0

Bsp
F (x) = x 5 – 3 x + 1 = 0

F (0 ) = 1, F (1) = – 1

=>
Ex. Nste x* in (0, 1)

x0 = 1/2,     x k+1 = x k – (F (x k) / F' (x k))

Horner-Schema:
[image: image38.png]


 = 1/2

1
0
0
0
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1/2:
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1/16

– 47/32

1
1/2
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– 47/16
|– 15/32|
1/2:
+
1/2
1/2
3/8
1/4


1
1
3/4
1/2
|– 43/16|
=>
F (1/2) = – 15/32,   F' (1/2) = – 43/16

=>
x1 = 16/43,     F (16/43) = – 0,109...

Nullstelle im Kreis
Ist z^ [image: image39.png]


 C mit P'n (z^) [image: image40.png]


 0, so liegt im Kreis

| z – z^ | < [image: image41.png]


     mit     [image: image42.png]


 = n [image: image43.png]


 ( | Pn (z^) | / | P'n (z^) | )

mindestens eine Lösung x* von Pn (z) = a0 + a1 z + ... + an z n = 0.

Satz von van der Sluis
Seien cj > 0   (j = 0, ..., n – 1)   mit   [image: image44.png]


 j=0,...,n-1 cj [image: image45.png]


 1   gegeben.

Dann gilt für jede Lösung z* von Pn (z) = a0 + a1 z + ... + an z n = 0:

| z* | [image: image46.png]


 [image: image47.png]


 = Max 0 [image: image48.png]


 j [image: image49.png]


 n-1 ( | a j | / cj) 1/n-j
Bsp
Pn (z) = 1 + z/1! + z 2/2! + ... + z n/n! = 0

e z = [image: image50.png]


 n=0,..,[image: image51.png]


 z n/n! [image: image52.png]


 0,   Pn (z) > 0   für z [image: image53.png]


 0

Q n (z)
= n![image: image54.png]


Pn (z) = z n + (n! / (n – 1)!) [image: image55.png]


 z n-1 + (n! / (n – 2)!) [image: image56.png]


 z n-2 + ... + (n! / 1!) [image: image57.png]


 z + n! = 0

=>
mit cj = 2 j-n:
[image: image58.png]


 j=0,...,n-1 2 j-n < [image: image59.png]


 k=1,...,[image: image60.png]


 2 –k = 1

[image: image61.png]



= Max 0 [image: image62.png]


 j [image: image63.png]


 n-1 (2 n-j [image: image64.png]


 n!/j!) 1/n-j   =   2 [image: image65.png]


 Max j [image: image66.png]



< 2 [image: image67.png]


 [image: image68.png]



   <   2 n

=>
| z | [image: image69.png]


 2 n

P: z 1, ..., z n

R: 1/z 1, ..., 1/z n
| 1/z | [image: image70.png]


 [image: image71.png]



=>
| z | [image: image72.png]


 1/[image: image73.png]



Setze R n (z) := z n [image: image74.png]


 Pn (1/z) = z n [image: image75.png]


 (1 + 1/1!z + ... + 1/n!z n) = z n + z n-1 [image: image76.png]


 1/1! + ... 1/n!

[image: image77.png]


 = Max 0 [image: image78.png]


 j [image: image79.png]


 n-1 (2 n-j/(n-j)!) 1/n-j [image: image80.png]
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	[image: image81.png]



	Die Nullstellen liegen im Ring


Satz von Sylvester
1 + x/1! + x 2/2! + ... + x n/n! = 0   besitzt

für gerades n

genau 0,

für ungerades n
genau 1
negative Lösung in R.

Satz von Stodola
Seien n [image: image82.png]


 N und a 0, ..., a n-1 [image: image83.png]


 R gegeben. Hat

z n + a n-1 z n-1 + ... + a 1 z + a 0 = 0

nur Lösungen mit negativem Realteil,

so ist a [image: image84.png]


 > 0   ([image: image85.png]


 = 0, ..., n – 1).

[image: image86.png]Rez<0
Rez




Satz von Hurwitz
z n + a n-1 z n-1 + ... + a 1 z + a 0 = 0 besitzt nur Nstn mit negativem Realteil

genau dann, wenn gilt

(i)
a [image: image87.png]


 > 0   für   [image: image88.png]


 = 0, ..., n – 1

(ii)
Alle Hauptunterdeterminanten der Matrix
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mit an = 1 sind positiv.

stabil
heißt ein Polynom, wenn es die Bedingungen aus dem Satz von Hurwitz erfüllt.
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