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§ 19 Gleichungen in mehreren Unbekannten
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Fixpunktgleichung
x = G (x)

Nullstellengleichung
F (x) = 0
Gleichungssystem
x1 = g 1 (x1, ..., xn)

x2 = g 2 (x1, ..., xn)

...

xn = g n (x1, ..., xn)

Lipschitzbedingung
Sei G: Rn [image: image7.png]
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 Rn und a > 0 reelle Zahl derart, dass gilt:

|| G (x) – G (y) || [image: image9.png]
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und
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für alle Punkte
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 Rn ;  || z – x0 || [image: image19.png]


 a}.

Dann hat die Fixpunktgleichung x = G (x) genau eine Lösung x* [image: image20.png]


 K.

Bew

(K, d) mit Metrik d im Rn, d (x, y) = || x – y || , ist

vollständiger metrischer Raum.

|| G (x) – x0 ||
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 || G (x) – G (x0) || + || G (x0) – x0 ||
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Also bildet G die Menge K in sich ab.

Dann Banachscher Fixpunktsatz.
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G': Rn [image: image34.png]


 Rn lineare Abbildung,   G: D [image: image35.png]


 Rn,   D [image: image36.png]
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 2) offene Menge.   det G' (x) [image: image38.png]
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Abschätzung
Jacobi-Matrix

Sei D [image: image39.png]


 Rn offen und konvex und G: D [image: image40.png]


 Rn stetig diffbar. Dann gilt für x, y [image: image41.png]


 D:

|| G (x) – G (y) || [image: image42.png]
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 1 || G ' [x + t (y – x) ] || ) [image: image45.png]


 || x – y ||

Satz von Ostrowski
lokaler Konvergenzsatz BIV

Die Abb G: Rn [image: image46.png]


 Rn erfülle die Bedingungen

(i)
Ex. Fixpunkt x* = G (x*) [image: image47.png]


 Rn

(ii)
G ist stetig diffbar in einer Umgebung von x*

(iii)
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 (G ' (x*)) < 1

Dann konvergiert das Banachsche Iterationsverfahren für jeden

genügend nahe bei x* liegenden Startvektor x0 [image: image49.png]


 Rn gegen den

Fixpunkt x* geometrisch mit dem asymptotischen Fehlerkoeffizienten
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 (G ' (x*)).

Bsp
Sei a [image: image52.png]
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EWe:
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Newton-Verfahren
Sei D [image: image67.png]


 Rn offene Menge und F: D [image: image68.png]


 Rn stetig differenzierbare Abb

WICHTIG

x0 [image: image69.png]


 D

x k+1 = x k – (F' (x k)) –1 [image: image70.png]


 F (x k)

(k [image: image71.png]


 N0)

falls F' (x k) für alle k [image: image72.png]


 N0 regulär ist,

ist das F zugeordnete Iterationsverfahren

Konvergenz Newton-Verfahren

D [image: image73.png]


 Rn offen und F: D [image: image74.png]


 Rn und es gelte

(i)
Ex ein x* [image: image75.png]


 D mit F (x*) = 0

(ii)
F ist stetig differenzierbar in einer Umgebung von x* und

F' (x*) ist eine reguläre Matrix.

Dann konvergiert das Newton-Verfahren für jeden genügend nahe bei x* liegenden Startvektor x0 [image: image76.png]


 D gegen die Nullstelle x* von F mit Konvergenzgrad [image: image77.png]
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 1.

Gilt zusätzlich:

(iii)
In einer Umgebung von x* gilt: || F' (x) – F' (x*) || [image: image79.png]
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 || x – x* ||

so ist der Konvergenzgrad [image: image81.png]


 = 2.

Satz von Newton – Kantorowitsch
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 Rn sei offene Menge und D0 [image: image83.png]


 D konvex. Ferner sei F: D [image: image84.png]


 Rn gegeben mit

(i)
F ist auf D stetig und auf D0 differenzierbar

(ii)
Ex ein x0 [image: image85.png]


 D und Konstanten r, [image: image86.png]
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, h = (1/2) [image: image89.png]
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 mit

Br (x0) = { x aus Rn ; || x – x0 || < r } [image: image95.png]


 D0,   0 < h < 1   und   r =  [image: image96.png]


 / (1 – h)

(iii)
|| F' (x1) – F' (x2) || [image: image97.png]
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 || x1 – x2 ||

für alle x1, x2 [image: image100.png]


 D0
(iv)
[ F' (x)] –1 ex.     und || [ F' (x)] –1 || [image: image101.png]
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(v)
|| [ F' (x0)] –1 [image: image104.png]


 F (x0) || [image: image105.png]


 [image: image106.png]



Dann gelten

(1)
Für die Punkte     x0, x k+1 = x k + [ F' (x k)] –1 [image: image107.png]


 F (x k)     mit k [image: image108.png]


 N0 gilt:
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(2)
Ex. x* = lim k[image: image111.png]
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 x k und es gilt:   x* [image: image113.png]


 Br (x0) und F (x*) = 0

(3)
Die Vektorfolge     x0,   x k+1 (s.o.)     mit k [image: image114.png]


 N0 hat den Konvergenzgrad [image: image115.png]


 = 2 und

es gilt die Fehlerabschätzung
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Bem

Die Kugel Br (x0) liegt im Einzugsgebiet der Lösung x*.

z3 – 1 = 0   mit z [image: image117.png]


 C   hat die Lösung x* = + 1.

z = x + i y     =>     z3 = (x + i y) 3
=
x3 + 3 i x y2 – 3 x2 y – i y3





=
(x3 – 3 x y2) + i (3 x2 y – y3)

	
	x3 – 3 x y2 = 1

3 x2 y – y3 = 0
	=> Lösung x* =
	(

(
	1

0
	)

)


Grafik:

selbstähnliche Mengen für Einzugsgebiete

Newton'sche Formel
x k+1 = x k – [ F' (x k)] –1 [image: image118.png]


 F (x k)      (k [image: image119.png]


 N0), umgeformt zu

WICHTIG

F ' (x k) [image: image120.png]


 (x k+1 – x k) = F (x k) 

Setze z k+1 := x k+1 – x k      und löse lineares Gleichungssystem für z k+1
SOR-Verfahren
Sei A [image: image121.png]


 Mn (C) und x, b [image: image122.png]


 C n.

Dann besitzt das SOR-Verfahren zur Lösung des linearen Gleichungssystems

A [image: image123.png]


 x – b = 0 unter Verwendung der Zerlegung A = D – L – U mit Matrizen

M = (1/[image: image124.png]
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 D – L,   N = ((1/[image: image126.png]


) – 1 ) [image: image127.png]


 D + U,   S[image: image128.png]


 = M –1 [image: image129.png]


 N   mit [image: image130.png]
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 0

die Darstellung

x0 [image: image132.png]


 C n
x m+1 = x0 – [image: image133.png]
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 µ=0,...,m S[image: image136.png]
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 L) –1 (A [image: image139.png]


 x – b)
mit m [image: image140.png]


 N0
m-Schritt-Newton-SOR-Verfahren
ist das Iterationsverfahren

x0 [image: image141.png]


 D

mit m [image: image142.png]


 N0
x k+1 = x k – [image: image143.png]
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 µ=0,...,m-1 S [image: image146.png]


k µ] [image: image147.png]
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 k L k) –1 F (x k)

mit der Zerlegung

F ' (x k) = D k – L k – U k

mit k [image: image149.png]


 N0
Dabei ist D [image: image150.png]


 Rn offen und F: D [image: image151.png]


 Rn stetig differenzierbar.

Einschritt-Newton-SOR-Verfahren, falls m = 1 und [image: image152.png]


k = [image: image153.png]


 für alle k [image: image154.png]


 N0.

Konvergenz
m-Schritt-Newton-SOR-Verfahren

Das Verfahren zur Lösung von F (x) = 0 konvergiert immer dann lokal gegen eine

Lösung x*, wenn das SOR-Verfahren angewandt auf ein lineares Gleichungssystem

mit der Matrix F' (x) konvergiert.

geometrische Konvergenz
Gilt [image: image155.png]
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 (S[image: image157.png]


) < 1,

so konvergiert es geometrisch mit dem

asymptotischen Fehlerkoeffizienten q = [image: image158.png]
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