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2.3 Quine und McCluskey

Disjunkive Form
für f: B n -> B,  (n > 6, sonst auch Karnaugh) falls

f = Sum i=1,...,k Mi


mit k > 0, wobei Mi := Prod j=1,...,m xi j [image: image1.png]


 j mit m > 0
mit

x [image: image2.png]


 für [image: image3.png]


 aus B wie folgt:


 { x

falls [image: image4.png]


 = 1

x [image: image5.png]


 :=
{





(vgl. Minterme)



 { nicht-x
falls [image: image6.png]


 = 0

Schaltungskosten:
µ = d = x 1 [image: image7.png]


 1 ... x t [image: image8.png]


 t.

Setze K (d) = t – 1

(t – 1 Multiplikationen)
!!!

d = µ 1 + ... + µ k.

Kosten:
K (d) = (k – 1) + Sum j =1,...,k K (µ j)
(– ist in B gleich +)

Schaltungskosten:
f in DNF, dann ist




K (f DNF) = k – 1 + (n – 1) k = nk – 1







K (DNF) = n k - 1


Bsp:


fDNF = x1 nicht-x2 x3 x4 + x1 nicht-x2 nicht-x3 x4 + x1 x2 x3 x4 + nicht-x1 nicht-x2 nicht-x3 x4 + nicht-x1 nicht-x2 x3 x4
f Res = nicht-x 2 x 4 + x 1 x 3 x 4

nach Resolution

(vgl. 2.2)


K (DNF) = 4 [image: image9.png]


 5 – 1 = 20 – 1 = 19


K (f Res)
=
K (d)




=
K (nicht-x 2 x 4 + x 1 x 3 x 4)




=
(k – 1) + (# Mult erster Summand) + (# Mult zweiter Summand)




=
(2 – 1) + 1 + 2




–# – Anzahl



=
1 + 1 + 2

=
4

Implikant
µ für f: B n -> B (Schreibeweise µ [image: image10.png]


 f), falls aus µ (x) = 1 folgt: f (x) = 1.


Primimplikant:
PI (abgekürzt)

Minimaler Implikant, d.h. wenn keine echte Verkürzung ex., die noch

Implikant ist.

Darstellung über PI ist nicht eindeutig. (?)


Bem:
(1)
Minterme sind Implikanten für f.



(2)
µ Implikant und m Minterm, wobei µ Verkürzung von m ist. Dann gilt:




m [image: image11.png]


 µ, d.h. m ist Implikant von µ.



(3)
Karnaugh-Diagramm:




Rechteckige Blöcke entsprechen Implikanten.




Maximale rechteckige Blöcke entsprechen Primimplikanten.

Satz Disjunktive Form / Implikanten:
Sei f: B n -> B und d = µ 1 + ... + µ k Disjunktive Form

mit minimalen Kosten.

Dann sind alle µ j Primimplikanten.

Quine – McCluskey:
Eingabe: Funktionstabelle ( x, f (x) ), x aus B n, f Boolesche Funktion.




Ausgabe: Darstellung durch Primimplikanten PI (f).




(1)
Berechne Q n := Menge der Minterme ("=1") aller einschlägigen Indizes von f;





j := n;





PI (f) := { };




(2)
Solange Q j nichtleer:




2a)
   j := j – 1;




2b)
   Q j := {µ | Ex. i mit x i, nicht-x i nicht aus µ und µ x i, µ nicht-x i aus Q j+1}




2c)
   P j+1 := {µ aus Q j+1 | Ex. keine Verkürzung von µ in Q j}




2d)
   PI (f) := PI (f) vereinigt P j+1



Umgangssprachlich:




Bestimmung aller Primimplikanten




Kostenminimale Auswahl von Primimplikanten durch Matrixverfahren (s.u.)




Aufwand:
O (3 n  n 2) worst case (n Variable, ca. 3 n/n Primimplikanten)




(vgl. auch R. Klar, "Digitale Rechenautomaten", S. 64)

Matrixverfahren Bsp:
f:B 4 -> B in DNF mit
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Kosten: K (f DNF) = n k – 1 = 4 [image: image13.png]


 7 – 1 = 27


(1)
Gruppiere nach Anzahl der negativen Literale:

	
	Anzahl

Negationen
	Literale
	Einschlägiger

Index i
	i in Dezimalschreibweise

	
	1
	[image: image14.png]¥q X2 X3 Xy




[image: image15.png]¥4 X3y




[image: image16.png]X132 X3 ¥y




	1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0
	11

13

14

	
	2
	[image: image17.png]WX X3 Xy




[image: image18.png]X130 X3 ¥y




	0 1 1 0

1 1 0 0
	6

12

	
	3
	[image: image19.png]WX X3 Xy




	0 1 0 0
	4

	
	4
	[image: image20.png]



	0 0 0 0
	0




Resolution für Terme in benachbarten Gruppen:

	
	Anzahl

Negationen
	Literale
	Minterm-Nummern
	

	
	1
	[image: image21.png]¥q X2 X3 Xy




	11
	} P 4

	
	1
	[image: image22.png]* X2 X3 Xy




[image: image23.png]XX Xz *




[image: image24.png]¥1¥o * Xy




	6, 14

12, 13

12, 14
	}

}
} Q 3

	
	2
	[image: image25.png]W Xo * Xy




[image: image26.png]* ¥o X3 ¥y




	4, 6

4, 12
	}

}

	
	3
	[image: image27.png]



	0, 4
	}


	
	Anzahl

Negationen
	Literale
	Minterm-Nummern
	
	

	
	1
	[image: image28.png]¥q X2 X3 Xy




[image: image29.png]XX Xz *




	11

12, 13
	} P 4
	

	
	
	
	
	} P 3
	

	
	2
	[image: image30.png]* Mo * My




	4, 6
	} Q 2
	= P 2

	
	3
	[image: image31.png]



	0, 4
	} P 1
	




4 Primimplikanten.



f = x 1 nicht-x 2 x 3 x 4 + x 1 x 2 nicht-x 3 + x 2 nicht-x 4 + nicht-x 1 nicht-x 3 nicht-x 4
Also Anzahl der Terme: k = 4



Kosten:



K (f) = (k – 1) + 3 + 2 + 1 + 2 = (4 – 1) + 8 = 3 + 8 = 11


(2)
Das folgende System ist minimal:

	
	
	i
	Minterme

	
	
	
	0
	4
	6
	11
	12
	13
	14

	
	{

PI {

{

{
	x 1 nicht-x 2 x 3 x 4

x 1 x 2 nicht-x 3
x 2 nicht-x 4
nicht-x 1 nicht-x 3 nicht-x 4
	0

0

0

1
	0

0

1

1
	0

0

1

0
	1

0

0

0
	0

1

1

0
	0

1

0

0
	0

0

1

0




(Mindestens) eine 1 in jeder Spalte.



Aufwand von Schritt (2):



Problem der minimalen Überdeckung (Überdeckunsmatrix) ist NP-vollständig und



sehr zeitaufwendig!!
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